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Esta dissertação apresenta ontribuições à análise dos métodos de uxo de arga de
varredura apliados às redes primárias de distribuição radiais e fraamente malhadas,
om foo no método de soma das orrentes e soma das potênias. Destaa-se omo
ontribuição, uma nova abordagem para o álulo do uxo de arga baseada no método de
soma das potênias, e na utilização da ténia de rotação de eixos. Desenvolveu-se também
ummétodo de varredura para apliações em redes fraamente malhadas, onsiderando-se a
representação do efeito apaitivo das linhas de distribuição, reguladores de tensão, banos
de apaitores xos e automátios, assim omo geração distribuída om ontrole de tensão
na barra de interonexão. Ainda omo ontribuições, analisaram-se matematiamente as
propriedades de onvergênia dos métodos de soma das orrentes e soma das potênias,
por meio do teorema do ponto xo para ontrações. Apresentam-se ondições que se
veriaram suientes para a onvergênia dos métodos, assim omo uma prova formal
da onvergênia do método de soma das orrentes, onvergênia esta independente da
esolha da solução iniial. Ademais, deduz-se a taxa de onvergênia dos métodos, e prova-
se a dependênia dessas taxas para om o arregamento das redes. Por m, formulam-se
limitantes para om o desvio entre a solução do uxo de arga e um estado de tensão
obtido pelos métodos.
Todas as formulações e análises foram validadas em simulações om redes de dis-
tribuição obtidas na literatura, assim omo redes reais de onessionárias brasileiras.
iv
Abstrat of Dissertation presented to the UFSC as a partial fulllment of the
requirements for the degree of Master in Eletrial Engineering.
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This dissertation presents sienti ontributions for the analysis of the forward-
bakward load ow methods applied to radial and weakly meshed distribution feeders.
First, a new forward-bakward sweep load ow approah is formulated with the use
of a generalized axis rotation tehnique. Additionally, a forward-bakward sweep load
ow method is developed for the analysis of weakly meshed distribution systems. This
method represents in a distribution feeder the line harging apaitane eet, the volt-
age dependene of loads, step voltage regulators, xed and automati apaitor banks, as
well as distributed generation with voltage ontrol. Further ontributions ame from the
onvergene analysis of two dierent approahes: the aumulation of urrents and the
aumulation of powers. The onvergene of these approahes is evaluated by using the
xed-point onept and the ontration mapping theorem. The existene and uniqueness
of the feasible load ow solution is also supported by an alternative argument from those
obtained in the literature. Furthermore, the losed-forms of the onvergene rate of the
approahes are dedued and the onvergene dependene of loading is evaluated. The
onvergene of the urrent approah is formally proven to be ahieved independent of the
initial solution. Finally, bounds for the deviation per iteration between an iterate of the
approahes and the feasible load ow solution are obtained.
The approahes, analysis and formulations have been validated in several numerial
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a referente a uma arga ativa na barra i;
xii
(·)Qi Grandeza elétria referente a uma arga reativa na barra i;
(·)ir Grandeza elétria existente entre as barras i e r;
(·)(k) Grandeza elétria na iteração k;
(·)0 Grandeza elétria sob tensão nominal;
(·)ϕ Grandeza elétria rotaionada;
(·)c Grandeza elétria agregada;
(·)sh Grandeza elétria em derivação;
(·)∝ Grandeza elétria avaliada na solução do uxo de arga;
(·)C Grandeza elétria referente a um bano de apaitores;
(·)c Grandeza elétria referente ao aúmulo de argas onsumidoras;
(·)ac Grandeza elétria aumulada em uma barra espeiada;
(·)sc Grandeza elétria obtida pelo método de soma das orrentes;
(·)sp Grandeza elétria obtida pelo método de soma das potênias;
(·)c Arranjo de argas onsumidoras aumuladas;
(·)ac Arranjo de grandezas elétrias aumuladas;
(·)sc Arranjo de grandezas elétrias para o método de soma das orrentes;
(·)sp Arranjo de grandezas elétrias para o método de soma das potênias;
(·)α (Arranjo de) grandeza(s) elétria(s) dependente(s) do parâmetro α de região.
Arranjos
Ψ Mapeamento de ontração e vetor de tensões omplexas de tamanho n× 1;
E Vetor de tensões omplexas de tamanho n× 1;
E0 Vetor de tensões omplexas de tamanho n× 1 om elementos iguais à E0;
K Vetor de tamanho n× 1 om os reíproos de tensões omplexas;
S Matriz diagonal de tamanho n× n om elementos iguais às argas omplexas;
L Matriz diagonal de tamanho n× n om elementos iguais às perdas nas linhas;
M Matriz diagonal de tamanho n × n om elementos iguais aos reíproos de
tensões omplexas;
F Matriz diagonal de tamanho n×n om elementos iguais ao produto de reípro-
os de tensões omplexas em iterações subseqüentes;
Z Matriz impedânia de barra de tamanho n× n;
Zp Matriz impedânia primitiva de tamanho n× n;
T Matriz de aminho de rede de tamanho n× n;
Υ Matriz de alane de rede de tamanho n× n;
C Matriz (taxa) de onvergênia aproximada de tamanho n× n;
D Matriz (taxa) de onvergênia de tamanho n× n.
xiii
Conjuntos
L Lista de barras pertenentes a uma amada da rede;
D Conjunto de barras (linhas) imediatamente à jusante de uma barra (linha)
espeiada;
∆ Conjunto de barras à jusante de uma barra espeiada;
Λ Conjunto de barras à jusante de uma barra espeiada, inluindo-se a barra
espeiada;
~ Conjunto de linhas que onetam a subestação a uma barra espeiada;
O Interseção entre onjuntos de tipo ~;
R Conjunto dos números reais;
C Conjunto dos números omplexos;
Rn Conjunto de vetores de números reais om dimensão n;
Cn Conjunto de vetores de números omplexos om dimensão n.
Outros
n Número de barras de rede, desonsiderando à barra da subestação;
σ Parâmetro de modelo de arga polinomial para potênias onstantes;
β Parâmetro de modelo de arga polinomial para orrentes onstantes;
γ Parâmetro de modelo de arga polinomial para impedânias onstantes;
ǫ Parâmetro de modelo de arga exponenial;
η Expoente para modelo de arga exponenial;
Nrot Número de rotações de uxo;
τ Fator de aeleração;
ψ Mapeamento de ontração (univariável);
R Região de ontração;
c¯ Constante de ontração;
c Taxa de onvergênia;
Niter Número de iterações;
α Parâmetro de região de ontração;
ρα, ̺ Parâmetro de onvergênia para o método de soma das potênias;
OPM Total de operações matemátias por iteração do método de soma das potênias
modiado;





Os sistemas de energia elétria ompõem um dos mais omplexos sistemas onstruídos
pela humanidade, e se tornaram parte fundamental da soiedade ontemporânea. Esses
sistemas têm omo nalidade forneer energia elétria aos usuários no instante em que for
soliitada, e om qualidade adequada. Os sistemas de energia podem ser divididos em sis-
temas de geração, transmissão, e distribuição, sendo este último o elo nal de ligação entre
os grandes geradores e os onsumidores. Categorizam-se ainda os sistemas de distribuição
em sistemas de subtransmissão, distribuição primária, e distribuição seundária. Basia-
mente, os sistemas de subtransmissão onetam as redes de transmissão às subestações de
distribuição, enquanto os sistemas de distribuição primária, ou de média tensão, englobam
as redes elétrias entre as subestações de distribuição e os transformadores de distribuição.
Finalmente, os sistemas de distribuição seundária, ou de baixa tensão, ompreendem as
redes entre os transformadores de distribuição e os pequenos onsumidores resideniais,
omeriais e industriais.
Dentre as ferramentas numérias utilizadas para a análise de sistemas de energia,
destaa-se o álulo iterativo do uxo de arga omo uma das mais fundamentais. Por meio
desse álulo, obtêm-se os estados elétrios das redes, e podem-se realizar avaliações para
om a sobrearga de omponentes, perdas ténias, ontingênias, entre outras. De uma
forma geral, os métodos lassiamente utilizados para a análise de sistemas de transmissão
e subtransmissão não preservam sua eiênia e robustez, quando apliados aos sistemas
de média e baixa tensão. Como onseqüênia, surgiram métodos de varredura espeíos
para a análise desses últimos, omo os métodos RadFlow (KERSTING; MENDIVE, 1976),
DistFlow (BARAN; WU, 1989a, 1989b), soma das orrentes (SHIRMOHAMMADI et al., 1988)
e soma das potênias (BROADWATER et al., 1988; CESPEDES, 1990). De fato, quando
omparado aos sistemas de transmissão e subtransmissão, os sistemas de distribuição
primária e seundária apresentam diversas difereniações, omo a existênia de pouos
dispositivos de ontrole e monitoramento, topologia fraamente malhada, e elevada relação
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entre as resistênias e reatânias das linhas.
Estabeleendo-se omo foo as redes de distribuição primária, salienta-se que, tradi-
ionalmente, as mesmas operam em onguração radial om possibilidade de transfe-
rênia de arga entre iruitos em ondições de ontingênia, manutenção preventiva
ou manutenção orretiva. Todavia, em função das novas exigênias de regulamentação,
padronização, infra-estrutura, planejamento e operação, algumas distribuidoras têm op-
tado por operar em onguração fraamente malhada, empregando estratégias de proteção
que onsideram a presença de uxo de arga ativo reverso. Busando-se ainda elevar o per-
l de tensão das redes, equipamentos omo reguladores de tensão e banos de apaitores
automátios são ada vez mais utilizados nos alimentadores de distribuição. Ademais, a
presença de geradores distribuídos na rede rese, devido a sua exibilidade de implan-
tação em urto espaço de tempo, possibilidade de melhoria da onabilidade e qualidade
do atendimento, assim omo questões sóio-ambientais omo o uso de fontes alternativas
de energia, sendo sua análise prevista nos Proedimentos de Distribuição (PRODIST, 2006)
brasileiros.
Em meio a este enário, a inserção da possibilidade de uxo de arga ativo reverso, on-
trole de tensão nos nós de interonexão de geradores distribuídos, bem omo equipamentos
destinados à regulação de tensão e ompensação reativa, ontribuem para a elevação da
omplexidade da análise e otimização dos sistemas de distribuição. Em adição, existe uma
esassez de onheimento quanto às araterístias de onvergênia dos métodos emprega-
dos para a análise desses sistemas. Faz-se assim importante o desenvolvimento de métodos
de uxo de arga eientes e robustos, adequação dos métodos existentes para esse novo
enário de distribuição da energia elétria, assim omo a determinação das araterístias
de onvergênia desses métodos.
Neste ontexto, esta dissertação aborda o desenvolvimento de ontribuições para a
análise dos métodos de uxo de arga, apliados às redes primárias de distribuição radiais
e fraamente malhadas. O esopo do trabalho envolve os métodos utilizados em estudos
de planejamento, nos quais é adequada a representação monofásia da rede assim omo
a onentração de argas nos transformadores de distribuição, em função das inertezas
na arga (SHIRMOHAMMADI et al., 1988). Em partiular, desenvolveu-se uma variação do
método de soma das potênias, uja eiênia é demonstrada em análises matemátias
e em estudos de aso. Desenvolveu-se também um método de varredura para apliações
em redes fraamente malhadas, onsiderando-se a representação do efeito apaitivo das
linhas de distribuição, reguladores de tensão, banos de apaitores xos e automátios,
assim omo geração distribuída om ontrole de tensão nos nós de interonexão. Ainda
omo ontribuições, analisaram-se matematiamente as propriedades de onvergênia dos
métodos de soma das orrentes e soma das potênias, por meio do teorema do ponto
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xo para ontrações (RUDIN, 1976). As formulações e análises desenvolvidas foram va-




O objetivo geral dessa dissertação é apresentar ontribuições à analise dos métodos de
uxo de arga de varredura para apliações em redes primárias de distribuição radiais e
fraamente malhadas, om ênfase no método de soma das orrentes e soma das potênias.
1.1.2 Objetivos Espeíos
Destaam-se omo objetivos espeíos da dissertação:
1. Proposição e análise de um método de varredura para o álulo do uxo de arga
em redes primárias de distribuição;
2. Desenvolvimento e implementação de uma metodologia de análise pelo uxo de
arga de redes primárias de distribuição radiais e fraamente malhadas;
3. Investigação das araterístias de onvergênia do métodos de soma das orrentes
e soma das potênias, bem omo dedução da taxa de onvergênia e determinação
de ondições suientes para a onvergênia desses métodos.
1.2 Organização da Dissertação
O doumento está estruturado em 7 apítulos omo segue.
Capítulo 2. Neste apítulo, apresenta-se um levantamento bibliográo dos métodos de
uxo de arga utilizados na análise de redes de distribuição de energia elétria, om
foo no método de soma das orrentes e soma das potênias. Disute-se também o
estado da arte dos métodos de uxo de arga de varredura, apliados nas análises
de redes de distribuição radiais e fraamente malhadas;
Capítulo 3. Este apítulo é destinado à desrição de uma variação proposta para o
método de soma das potênias, nomeada de Método de Soma das Potênias om
Rotações. Apresentam-se ainda omparações analítias desta variação para om o
método original, de forma a demonstrar a adequação do método proposto em termos
de onvergênia e
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Capítulo 4. Neste apítulo, desreve-se matematiamente um método de uxo de arga
de varredura desenvolvido para a análise de redes de distribuição fraamente ma-
lhadas. Consideram-se neste a presença de geração distribuída om ontrole de
tensão nos nós de interonexão, reguladores de tensão, assim omo apaitores xos
e automátios;
Capítulo 5. Neste apítulo, desenvolvem-se análises de onvergênia para os métodos
de soma das orrentes e soma das potênias, por meio do levantamento de formas
matriiais para as regras de atualização, assim omo para as taxas de onvergênia
dos métodos.
Capítulo 6. Neste apítulo, simulações e resultados numérios são apresentados, om o
m de validar as abordagens e análises desenvolvidas nos apítulos anteriores;
Capítulo 7. Por m, disutem-se onsiderações nais, onlusões e reomendações para
trabalhos futuros, quanto às ontribuições desenvolvidas na dissertação.
Capítulo 2
Revisão Bibliográa
O álulo iterativo do uxo de arga fornee omo resultado os estados de tensão e
orrente em regime permanente para um sistema de energia, dadas ondições de geração
e arregamento. Trata-se de uma das ferramentas numérias mais importantes para a
análise desses sistemas, sendo utilizada tanto no estágio de projeto quanto na operação,
planejamento e ontrole. Em ada um desses estágios, diversas análises e desenvolvimentos
requerem métodos eientes e robustos para o álulo dos estados elétrios da rede, fato
pelo qual várias abordagens têm sido propostas para este problema desde a déada de 50.
Com o advento dos omputadores digitais, pesquisadores desenvolveram abordagens de
destaque omo o método de Gauss-Seidel (GLIMN; STAGG, 1957), o método de Newton-
Raphson (TINNEY; HART, 1967) e o método Desaoplado Rápido (STOTT; ALSAÇ, 1974),
os quais apresentam adequados desempenho e araterístias de onvergênia, quando
utilizados para a análise de redes de transmissão de energia.
No toante à análise de redes de distribuição, veria-se que uma apliação direta dos
métodos lássios supraitados tem omo onseqüênia o omprometimento da eiênia e
possível divergênia dos mesmos (SHIRMOHAMMADI et al., 1988). Essas redes, omumente
refereniadas até o nal da déada de 90 omo redes de energia mau-ondiionadas, pos-
suem omo araterístias a radialidade em suas topologias bem omo elevadas relações
entre as resistênias e reatânias
r/x de linha. O termo mau-ondiionado está rela-
ionado ao ondiionamento das matrizes obtidas em formulações derivadas do método
de Newton-Raphson. O mau-ondiionamento matriial afeta negativamente o desem-
penho dessas formulações, fato relatado em estudos omparativos por Tripathy et al.
(1982) bem omo provado analitiamente para o método Desaoplado Rápido em uma
exelente ontribuição de Wu (1977) à area de pesquisa.
Em função dos menionados problemas de ondiionamento, alguns pesquisadores pro-
puseram variações dos métodos lássios de uxo de arga, om o m de adequá-los para
a análise de redes de distribuição. Uma abordagem baseada no método de Brown desen-
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volvida por Tripathy et al. (1982) se destaa neste ponto, a qual apresentou onvergênia
em redes-teste mau-ondiionadas diferentemente dos métodos de Gauss-Seidel, Newton-
Raphson e Desaoplado Rápido. Também se faz importante itar o método da om-
pensação série e o método da ompensação em derivação de Dekmann et al. (1980), a
ténia de rotação de eixos proposta por Garia et al. (1984), bem omo as formulações de
Radii e Bose (1988) nas quais o método Desaoplado Rápido é modiado sob dependên-
ia de oeientes obtidos experimentalmente. Embora om menos freqüênia, variações
promissoras de métodos baseados no método de Newton-Raphson ainda são atualmente
pesquisadas, tais omo nos trabalhos de Zhang e Cheng (1997), Exposito e Ramos (1999),
Lin e Teng (2000), Losi e Russi (2003).
Dentre os primeiros artigos ientíos om tema espeío na análise pelo uxo de
arga de redes de distribuição radiais, destaa-se pelo pioneirismo o trabalho Meha-
nized Calulation of Unbalaned Load Flow on Radial Distribution Systems, publiado
por Berg, Hawkins e Pleines (1967). Este trabalho apresenta um método omputaional
desenvolvido na Baltimore Gas and Eletri Company, empregando o termo Mehanized
Calulation para refereniar a utilização de omputadores digitais na análise de redes
de distribuição. A despeito de algumas simpliações de modelagem de rede, esta on-
tribuição tem grande valor por desenvolver um algoritmo de varredura ujo prinípio
se mantém em métodos mais reentes. Este prinípio toma proveito da radialidade dos
sistemas de distribuição evitando a onstrução de matrizes de rede. O método supõe
temporariamente a rede omo linear obtendo as admitânias equivalentes das argas, a
partir de um estado de tensões. Na seqüênia, aumulam-se admitânias de linha e argas
formando equivalentes pontuais em uma varredura dos nós nais até o primeiro nó após a
subestação. Utilizando-se desses equivalentes, a queda de tensão nas linhas é alulada em
uma varredura da subestação até os nós nais. Esse proesso se repete até a onvergênia
das tensões nos nós.
A partir dos trabalhos de Berg, Hawkins e Pleines (1967), explorou-se o prinípio de
exeutar varreduras em diversas abordagens, omo no algoritmo RadFlow proposto por
Kersting e Mendive (1976) e no algoritmo DistFlow proposto por Baran e Wu (1989a,
1989b). W. H. Kersting publiou também densas ontribuições ténias em ensino, mo-
delagem e análise de redes distribuição, em sua maioria vinuladas ao RadFlow, omo
nas referênias (KERSTING, 1984; KERSTING; PHILLIPS, 1992, 1995; KERSTING, 2007).
Atualmente, os dois métodos mais utilizados para a análise de redes distribuição radiais
são o método de soma das orrentes (SHIRMOHAMMADI et al., 1988) e o método de soma
das potênias (BROADWATER et al., 1988; CESPEDES, 1990), ambos empregando o priní-
pios de exeução de varreduras. Aborda-se assim om profundidade esses dois métodos
neste doumento, fato pelo qual apresenta-se neste apítulo uma revisão formal de suas
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formulações. Desenvolve-se também uma revisão quanto aos modelos estátios de argas
e disussões quanto ao estado da arte dos métodos de uxo de arga apliáveis à análise
de redes de distribuição, de forma a apoiar a apresentação de ontribuições nos apítulos
seguintes.
2.1 Modelos Estátios de Cargas
O onsumo de energia das argas onetadas a um sistema elétrio de potênia varia de
aordo om as grandezas elétrias de serviço. Modelos estátios de arga visam sintetizar
a agregação dos omponentes elétrios das argas. Estes modelos são geralmente onsti-
tuídos por potênias ativa e reativa de onsumo em função da magnitude e freqüênia da
tensão de forneimento (IEEE, 1993). Em análises em regime permanente, desvios perante
à freqüênia fundamental podem ser desonsiderados (HAQUE, 1996), enquanto argas são
geralmente representadas pelos modelos listados a seguir.
Potênia Constante. Modelo no qual a arga não varia om a magnitude da tensão;
Corrente Constante. Modelo no qual a arga varia proporionalmente om a magni-
tude da tensão;
Impedânia Constante. Modelo no qual a arga varia diretamente om o quadrado da
magnitude da tensão;
Polinomial. Combinação linear dos modelos aima, no qual a arga se faz representada



















Nesta representação, Vi representa a tensão em um nó de arga i, enquanto P
0
i e
Q0i denotam os valores de potênia ativa e reativa de onsumo sob tensão nominal
no nó de arga i, respetivamente. Salienta-se que esse modelo é algumas vezes
referido omo modelo ZIP, uma vez que onsiste da soma de termos sob represen-
tação de impedânia onstante, orrente onstante e potênia onstante. Ademais,
por onstrução as relações abaixo devem ser respeitadas
σPi + βPi + γPi = 1 (2.3)
σQi + βQi + γQi = 1 (2.4)
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nas quais os oeientes σPi , βPi, γPi, σQi , βQi, γQi assumem valores estimados que
dependem da omposição da arga;
Exponenial. Modelo no qual a arga se faz representada omo uma função exponenial











no qual os expoentes ηPi e ηQi dependem da omposição da arga, similarmente
aos oeientes do modelo polinomial. Valores típios para esses expoentes estão
mostrados na Tabela 2.1;
Tabela 2.1: Expoentes para diferentes tipos de argas estátias (adaptado de (EMINOGLU;
HOCAOGLU, 2005))
Componente ηP ηQ
Carregador de bateria 2,59 4,06
Lâmpada uoresente 2,07 3,21
Impedânia onstante 2,00 2,00
Ar ondiionado 0,50 2,50
Corrente onstante 1,00 1,00
Lâmpada inandesente 1,54 0,00
Lâmpada uoresente ompata 1,00 0,35
Pequeno motor industrial 0,10 0,60
Grande motor industrial 0,05 0,50
Potênia onstante 0,00 0,00
Combinado. Modelo no qual se ombinam as araterístias dos dois modelos anteriores
























σPi + βPi + γPi + ǫPi = 1 (2.9)
σQi + βQi + γQi + ǫQi = 1 (2.10)
nos quais os oeientes σPi , βPi, γPi, ǫPi, σQi, βQi , γQi, ǫPi, analogamente, assumem
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valores estimados que dependem da omposição da arga.
2.2 Método de Soma das Correntes
Esta seção apresenta o método de soma das orrentes para o álulo do uxo de arga
em redes de distribuição radiais. Formalizado por Shirmohammadi et al. (1988), este
método foi onebido para ser utilizado tanto na análise estátia de redes radiais quanto
de redes fraamente malhadas, bem omo é base para inúmeras generalizações omo nas
abordagens de Cheng e Shirmohammadi (1995), Thukaram, Banda e Jeroni (1999), Zhu
e Tomsovi (2002), Ciri, Feltrin e Roha (2003).
O método possui um prinípio fundamental simples e, para apliações em redes radiais,
pode ser dividido em 3 partes. Primeiramente, alulam-se as orrentes requeridas pelas
argas om os valores de tensão obtidos até então pelo método (para o aso da primeira
iteração, pode-se utilizar uma solução aproximada ou perl plano de tensões). Em seguida,
por meio de uma varredura em retroesso dos nós nais em direção ao nó da subestação,
obtém-se as orrentes nas linhas somando-se as orrentes requeridas pelas argas a jusante
de ada linha. Finalmente, utilizam-se assim essas orrentes de linha para o álulo da
queda de tensão na rede, partindo-se da subestação em direção aos nós nais, e assumindo-
se o nó da subestação omo nó de referênia angular om tensão onstante. Repetem-se
esses 3 proedimentos até a onvergênia das tensões nos nós.
Mais formalmente, onsidere a representação genéria de uma rede de distribuição ra-
dial om n+1 nós mostrada na Figura 2.1, na qual as linhas de distribuição são denotadas
por impedânias série zi = ζi∠φi = ri + jxi enquanto as orrentes de arga, orrentes de
linha, tensões, e argas omplexas são denotadas por Ii, ILi, Ei = Vi∠θi = ei + jfi, e


















Figura 2.1: Rede radial genéria de distribuição - Método de Soma das Correntes.
Seja ui o nó imediatamente a montante do nó i, observa-se que a queda de tensão nos
nós pode ser alulada por Eui − Ei = ziILi, enquanto a injeção de orrente requerida
por ada arga por Ii = S
∗
i/E∗i . Em adição, devido à propriedade de radialidade da rede,
pode-se obter a orrente que passa através de ada linha, omo o somatório das orrentes
requeridas pelas argas a jusante de ada linha, onforme segue.
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ILi = Ii +
∑
d∈DLi







na qual DLi denota o onjunto de linhas imediatamente a jusante da linha i, ∆i o onjunto
de nós a jusante do nó i, e Λi denota o onjunto de elementos de ∆i inluindo-se também
o nó i propriamente dito, isto é, Λi , ∆i
⋃ {i}.
Desta forma, adotando-se a subestação omo nó de referênia angular om tensão
onstante E0, o método de soma das orrentes pode ser sumarizado no Algoritmo 1 abaixo.
Algoritmo 1 Método de Soma das Correntes
Funionalidade: Cálulo do uxo de arga para redes de distribuição radiais;
Requer: Dados de rede e arga;
Iniializar ontador de iterações k;
Iniializar tensões nos nós om uma solução aproximada ou perl plano;
Enquanto
∣∣∣∣∣∣V (k+1)i − V (k)i ∣∣∣∣∣∣ > tolerânia, ∀i faça
Iniializar orrentes de linha om as orrentes de arga por I
(k)
Li
← S∗i/E(k)i , ∀i;









Para todo i, do nó da subestação em direção aos nós nais faça
E
(k+1)
i ← E(k+1)ui − ziI(k)Li (2.13)
m Para
k ← k + 1;
m Enquanto
Imprime Relatório de resultados.
Faz-se neessário salientar que, na formulação original do algoritmo do método de soma
das orrentes, o ritério de onvergênia proposto envolve a avaliação dos desbalanços de
potênia da rede. Enfatiza-se entretanto que a maioria das generalizações desse método
emprega a onvergênia das magnitudes das tensões nos nós omo ritério de término, fato
pelo qual optou-se por apresentar este omo ritério base a despeito do ritério original.
Em adição, apesar do número elevado de generalizações e popularidade do método,
destaa-se que o proesso de onvergênia do algoritmo se baseia oneitualmente em um
simples pressuposto, desrito nas duas sentenças abaixo.
1. Esolhendo-se um estado iniial próximo à solução do uxo de arga, obter-se-á uma
boa estimativa das orrentes requeridas pelas argas e nas linhas de distribuição;
2. Com o álulo da queda de tensão por meio dessa estimativa de orrentes, o algo-
ritmo deve gerar um novo estado de tensões mais próximo da solução que o estado
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anterior.
Uma vez que não se enontraram na literatura formalizações quanto à onvergênia
do método, a rença na onvergênia do algoritmo se baseia em relatos e artigos om apli-
ações de suesso utilizando-se do mesmo. Destaa-se assim a neessidade de se realizar
tais formalizações de forma a testar a validade do pressuposto aima, bem omo omparar
a robustez e desempenho do método de soma das orrentes om outros métodos riados
om a mesma nalidade.
2.3 Método de Soma das Potênias
Esta seção apresenta o método de soma das potênias para o álulo do uxo de arga
em redes radiais de distribuição. Salienta-se que esse método foi desenvolvido na mesma
époa por mais de um pesquisador, omo por exemplo nas abordagens de Broadwater et
al. (1988), Baran e Wu (1989a, 1989b), Cespedes (1990), om pequenas variações entre
as formulações. Do ponto de vista matemátio, essas abordagens e suas generalizações
fazem uso das equações reursivas de distribuição (BARAN; WU, 1989a, 1989b), enquanto
se difereniam pela forma que atualizam as tensões nos nós. Ademais, freqüentemente
as abordagens de Broadwater et al. (1988), Baran e Wu (1989a, 1989b), Cespedes (1990)
são hamadas indistintamente de método de soma das potênias, na literatura ténia
brasileira.
Similarmente ao método de soma das orrentes, os métodos supraitados possuem
um prinípio fundamental simples, podendo ser dividido em duas partes. Primeiramente,
por meio dos valores de tensão obtidos até então pelo método (para o aso da primeira
iteração, novamente pode-se utilizar uma solução aproximada ou perl plano de tensões),
alulam-se os uxos de arga injetados pela rede em ada nó, om uma varredura dos
nós nais em direção ao nó da subestação. Em seguida, utilizam-se desses uxos de arga
para o álulo da queda de tensão nas linhas, a partir da subestação e em direção aos nós
nais da rede de distribuição, e assumindo-se o nó da subestação omo nó de referênia
angular om tensão onstante. Repetem-se esses dois proedimentos até a onvergênias
das tensões nos nós.
De maneira formal, onsidere agora a representação genéria de uma rede de dis-
tribuição radial mostrada na Figura 2.2. Nota-se para essa rede genéria que, em função
da radialidade da rede, o uxo de arga injetado na barra i por meio da linha i, denotado
por Si,ac = Pi,ac + jQi,ac = si,ac∠δi,ac, é o uxo que supre as argas e perdas dispostas a
jusante da linha i. Esse uxo pode também ser interpretado omo uma arga aumulada
na barra i, onforme indiado na gura, e esrito omo uma função das argas omplexas
à jusante da linha i, bem omo das argas aumuladas e tensões omplexas nas barras a
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jusante da linha i, omo segue













































Figura 2.2: Rede radial genéria de distribuição - Método de Soma das Potênias.
Desta forma, assumindo-se novamente a subestação omo o nó de referênia angular
om tensão onstante E0, um método de varredura om prinípio no aúmulo de potênias
pode ser formulado, onforme mostrado no Algoritmo 2. Por expliitar adequadamente o
prinípio fundamental das abordagens de Broadwater et al. (1988), Baran e Wu (1989a,
1989b), Cespedes (1990) e, por questões de forma quando omparado ao método de soma
das orrentes, adotou-se o Algoritmo 2 neste doumento omo o algoritmo base para o
método de soma das potênias.
Destaa-se ainda que existe a possibilidade de se formular um algoritmo alternativo
ao base, no qual a regra de atualização das tensões se vale da utilização de uma equação
biquadrada, a qual relaiona as magnitudes das tensões entre nós adjaentes
1
. Com o
objetivo de deduzir essa equação biquadrada, note que separando-se (2.14) em suas partes
real e imaginária, obtém-se que




























Agora, observe que a queda de tensão na linha i da rede genéria pode ser alulada pela
relação







Tal relação foi abordada em (CESPEDES, 1990) para o aso de redes monofásias, bem omo em
(BROADWATER et al., 1988) para o aso de redes multifásias.
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Algoritmo 2 Método de Soma das Potênias
Funionalidade: Cálulo do uxo de arga para redes de distribuição radiais;
Requer: Dados de rede e arga;
Iniializar ontador de iterações k;
Iniializar tensões nos nós omo uma solução aproximada ou perl plano;
Enquanto
∣∣∣∣∣∣V (k+1)i − V (k)i ∣∣∣∣∣∣ > tolerânia, ∀i faça
Iniializar argas aumuladas S
(k)
i,ac ← S(k)i , ∀i;
Para todo i, dos nós nais em direção ao nó da subestação faça











Para todo i, do nó da subestação em direção aos nós nais faça
E
(k+1)











k ← k + 1;
m Enquanto
Imprime Relatório de resultados.
e, manipulando-se os termos de (2.17) tem-se que
E∗i Eui = E
∗
i Ei + ziS
∗
i,ac
= V 2i + ziS
∗
i,ac
= V 2i + (ri + jxi) (Pi,ac − jQi,ac)
= V 2i + riPi,ac + xiQi,ac + j (xiPi,ac − riQi,ac) (2.20)







V 2i + riPi,ac + xiQi,ac
)2
+ (xiPi,ac − riQi,ac)2
= (riPi,ac + xiQi,ac)




i + (xiPi,ac − riQi,ac)2















Dividindo-se (2.21) por V 2i obtém-se, juntamente om (2.18), o onjunto de equações
reursivas de distribuição, base do método DistFlow proposto por Baran e Wu (1989a,
1989b). Ademais, (2.21) pode ser esrita de maneira ompata omo
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V 4i + AiV
2
i +Bi = 0 (2.22)
na qual












Desta forma, uma vez que a equação biquadrada em (2.22) assume solução explíita,
é possível obter uma fórmula fehada para a tensão no nó i omo uma função da tensão
no nó ui e das potênias ativa e reativa aumuladas no nó i, omo segue.
Vi =
(





Analogamente, deduz-se uma fórmula explíita para o ângulo da tensão no nó i
apliando-se o operador ângulo em (2.20), resultando na expressão nal
θi = θui − tan−1
(
xiPi,ac − riQi,ac
riPi,ac + xiQi,ac − V 2ui
)
(2.26)
Finalmente, utilizando-se das equações deduzidas, um método alternativo omo prin-
ípio similar ao do método base de soma das potênias pode ser formulado. Referido neste
doumento omo método de soma das potênias modiado, este método alternativo é
apresentado no Algoritmo 3.
Destaa-se que o algoritmo modiado do método de soma das potênias possui van-
tagens que vão além da não neessidade do álulo do ângulo das tensões nos nós. No
algoritmo original, a atualização da tensão em um nó i na iteração k envolve a tensão
E
(k)
i , tanto no álulo de potênia aumulada quanto na regra de atualização propria-
mente dita em (2.19). Por outro lado, veria-se no algoritmo modiado que essa tensão
(e por onseguinte o desvio intrínseo da mesma para om a solução) é apenas utilizada
no aúmulo de potênias, sendo E
(k+1)
ui uma tensão referente a uma iteração posterior ao
proesso.
Embora trate-se de um detalhe, este pode modiar as propriedades de onvergênia
do método, sendo seu impato na solução iterativa do problema de uxo de arga uma
questão em aberto. De fato, similarmente ao método de soma das orrentes, a onvergênia
do método de soma das potênias se baseia em um pressuposto simples, desrito nas duas
sentenças abaixo.
1. Esolhendo-se um estado iniial próximo à solução do problema, obter-se-á uma boa
estimativa das potênias aumuladas nos nós de rede;
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Algoritmo 3 Método de Soma das Potênias Modiado
Funionalidade: Cálulo do uxo de arga para redes de distribuição radiais.
Requer: Dados de rede e arga.
Iniializar ontador de iterações k;
Iniializar tensões nos nós om uma solução aproximada ou perl plano;
Enquanto
∣∣∣∣∣∣V (k+1)i − V (k)i ∣∣∣∣∣∣ > tolerânia, ∀i faça
Iniializar argas aumuladas P
(k)
i,ac ← P (k)i e Q(k)i,ac ← Q(k)i , ∀i;
Para todo i, dos nós nais em direção ao nó da subestação faça


































































k ← k + 1;
m Enquanto
Imprime Relatório de resultados.
2. Com o álulo da queda de tensão por meio dessa estimativa de potênias aumu-
ladas, o algoritmo deve gerar um novo estado de tensões mais próximo da solução
que o estado anterior.
Assim, enfatiza-se novamente a neessidade de se realizar testes de validade do pres-
suposto aima, bem omo análises formais de onvergênia para o método de soma das
potênias. Ademais, no aso das argas serem representadas omo função da tensão de
forneimento, pode-se ainda modiar o método inluindo-se o álulo da potênia de on-
sumo das argas omo uma primeira etapa do laço prinipal do algoritmo. Este simples
proedimento pode ser igualmente utilizado no método de soma das orrentes.
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2.4 Disussões quanto ao Estado da Arte
O paradigma da distribuição de energia elétria se modiou de forma evidente nas
últimas déadas. A desregulamentação, mudanças na legislação e tarifação, bem omo o
resimento do uso da energia, fomenta a busa por eiênia no planejamento, operação
e expansão das redes de distribuição (ISSICABA et al., 2004; ISSICABA; COELHO; OLIVEIRA,
2006). De forma a aumentar a onabilidade, qualidade do serviço, e pers de tensão,
diversas redes tem sido operadas em onguração fraamente malhada, e om variados
equipamentos destinados à ompensação reativa e regulação de tensão. Em adição, a
resente introdução da geração distribuída tem atuado de forma a elevar a omplexidade
da análise dos sistemas de distribuição, adiionando a possibilidade do uxo ativo reverso e
do ontrole de tensão nos nós de onexão da geração distribuída, de aordo om o ontrato
e apaidade de ada gerador (ISSICABA; COELHO, 2007). Ademais, estudos relaionados
à otimização pela reonguração (SITI et al., 2007), balaneamento (SAMBAQUI, 2001),
orte de arga (GAULKE, 2007), ompensação reativa (ISSICABA et al., 2006), aloação
haves seionadoras (NETO, 2006), e aloação de geração distribuída, dependentes em
sua maioria de repetidos álulos dos estados da rede, se tornam ada vez mais importantes
para a sobrevivênia da onessionária em um ambiente ompetitivo.
Faz-se assim importante o estudo aprofundado dos métodos existentes para o álulo
de uxo de arga para redes radiais e malhadas, bem omo a proposição de métodos
mais eientes na busa pela solução em regime permanente para os estados da rede.
Em partiular, enfatiza-se também a neessidade de se estudar a modelagem dos ompo-
nentes existentes em um sistema de distribuição, omo também aperfeiçoar sua inserção
no problema de uxo de arga.
Destaa-se então que, a primeira abordagem espeía para o álulo do uxo de
arga em redes de distribuição fraamente malhadas foi proposta por Shirmohammadi
et al. (1988). Este trabalho pioneiro, intitulado A ompensation-based power ow for
weakly meshed distribution and transmission networks, propõe um método no qual redes
fraamente malhadas são seionadas de forma tíia, obtendo-se assim uma rede radial.
O algoritmo proede om uma iteração do método de soma das orrentes para a rede ra-
dial, seguida da atualização de orrentes em nós determinados na etapa de seionamento
tíio. Essa atualização de orrentes é realizada através do método de ompensação
multi-portas, desrito em (TINNEY, 1971), de forma a modiar parâmetros de arrega-
mento da rede radial. O proedimento se repete até que a onvergênia do algoritmo seja
araterizada.
O método proposto por Shirmohammadi et al. (1988), se mostra mais eiente que o
método de Newton-Raphson bem omo eaz em diversos estudos, omo aqueles apresen-
tados por Pantuzi e Feltrin (2006). Apenas dois anos após sua divulgação, Luo e Semlyen
Capítulo 2. Revisão Bibliográa 17
(1990) aperfeiçoaram signiantemente esse método utilizando um algoritmo baseado no
aúmulo de argas a jusante de ada linha, assim omo simpliando a modelagem de
barras PV no método original. Na nova abordagem, atualizam-se as potênias injetadas
em ada ponto riado pelos seionamentos tíios, por meio de uma matriz de sensi-
bilidade equivalente à matriz formada no método de ompensação multi-portas. Haque
(1996, 2000) também apresentou úteis ontribuições à área om a representação do efeito
apaitivo das linhas de distribuição e a inlusão do efeito das argas na matriz de sensi-
bilidade, enquanto Cheng e Shirmohammadi (1995) ontribuíram om a representação de
redes primárias trifásias fraamente malhadas. Em adição, abordagens quanto à repre-
sentação de redes seundárias para a análise da operação de redes de distribuição podem
ser enontradas em (ZIMMERMAN, 1995; MIU; CHIANG, 2000; KERSTING, 2007).
As demais referênias enontradas na literatura quanto ao tema se difereniam daque-
las itadas por pequenas variações em equaionamento ou apresentação de resultados.
Existe também uma problemátia pouo abordada em busar uma métria para o ma-
lhamento das redes, om a qual abordagens por onstrução de matrizes de rede se tornam
tão atrativas (em termos metodológios) quanto os métodos de varredura modiados. O
autor atribui omo ausa prinipal desse reduzido número de estudos à esassez de análi-
ses matemátias formais referente aos métodos de varredura em geral, e em partiular a
launas quanto ao onheimento sobre a robustez dos mesmos.
De fato, os desaos enontrados no desenvolvimento desses formalismos são grandes,
e se iniiam na araterização da solução propriamente dita para o problema. Alguns
pesquisadores estudaram a natureza e multipliidade da solução estável do uxo de arga
para redes de transmissão de energia (KORSAK, 1972; JOHNSON, 1977; TAVORA; SMITH,
1972; THORP; SCHULZ; ILIC-SPONG, 1986), e alguns pouos desenvolveram estudos simi-
lares para as redes de distribuição de energia. Mais reentemente, Chiang e Baran (1990)
mostraram a existênia e uniidade da solução estável do uxo de arga em redes ba-
laneadas de distribuição, enquanto Chen e Wang (1995) abordaram a existênia e via-
bilidade dessa solução por meio de uma formulação baseada nas equações reursivas de
distribuição de Baran e Wu (1989a, 1989b). Miu e Chiang (2000) apresentaram uma
exelente ontribuição estendendo o trabalho desenvolvido por Chiang e Baran (1990)
onsiderando redes trifásias não balaneadas, bem omo uma representação detalhada
de redes primárias de distribuição.
Dado algum onheimento quanto à solução em regime permanente para o proble-
ma, as análises matemátias de onvergênia se destaam dentre as formas de se avaliar,
omparar e entender as araterístias dos algoritmos de uxo de arga. Neste ponto,
devem-se itar os trabalhos de Meisel e Barnard (1970) nos quais se estuda a onvergênia
dos métodos de Gauss-Seidel e Newton-Raphson através de uma formulação baseada nos
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teoremas de ponto xo, omo também os trabalhos de Ganesan, Moore e Vetter (1973) nos
quais a onvergênia do método de Newton-Raphson é abordada em termos do teorema de
Kantorovih
2
. Ademais, Wu (1977) provou a onvergênia do método Desaoplado Rápido
estipulando ondições suientes de onvergênia, bem omo demonstrou analitiamente
a elevada dependênia da onvergênia do método para om as relações
r/x das redes de
energia.
Na análise estátia de sistemas de distribuição, onforme enfatizado nas seções an-
teriores, existe uma esassez de análises de onvergênia para os métodos de uxo de
arga, sendo uma exeção enontrada nas análises simpliadas de Bompard et al. (2000).
Existem também ertos estudos testando os algoritmos em diferentes ondições de arrega-
mento, modelos de arga, e na presença de omponentes om omutação sob arga, omo
nos já itados trabalhos de Pantuzi e Feltrin (2006). Pesquisadores omo R. P. Broadwater
atestam, em disussão ao método de soma das orrentes (SHIRMOHAMMADI et al., 1988),
que existe uma depreiação da onvergênia (ou mesmo divergênia) do método de soma
das orrentes para redes om elevado arregamento. A despeito do aráter ategório da
armação, não existe omprovação formal dessa araterístia para o método. Quanto ao
método de soma das potênias, Broadwater et al. (1988) analisou um pequeno aso de 3
nós relaionando diferenças entre tensões de duas iterações subseqüentes por meio de uma
aproximação baseada na série de Taylor. Esta análise onstitui um teste de onvergênia
em ada iteração do algoritmo.
Neste enário, o autor enfatiza que de forma alguma se propõe a preenher as launas
de onheimento levantadas quanto aos métodos de uxo de arga para redes de dis-
tribuição. Objetiva-se meramente neste doumento desrever algumas ontribuições na
área, desenvolvidas no ano de 2007. Em partiular, apresenta-se uma formulação alterna-
tiva ao método de soma das potênias modiado, na qual é possível reduzir o número de
operações matemátias realizadas pelo método, mantendo-se inalteradas as propriedades
de onvergênia do mesmo. Esta nova formulação se baseia na utilização de artifíios
matemátios e no fato das redes de distribuição serem onstituídas de um número limita-
do de tipos padronizados de abos. Com a evolução da omputação, questões de eiênia
em análise estátia se tornaram minoritárias em onfronto a questões de robustez. To-
davia, o autor julga a abordagem uma ontribuição, om apliação voltada aos estudos
nos quais são requeridas repetidas análises em regime permanente, omo nos estudos de
otimização de rede. Ademais, o prinípio desenvolvido pode laramente ser estendido para
outras variações do método de soma das potênias.
Na seqüênia, desenvolveu-se um método de uxo de arga para a análise de redes fra-
2
Uma desrição dos teoremas de ponto xo e do teorema de Kantorovih pode ser enontrada em
(RUDIN, 1976).
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amente malhadas de distribuição, baseado no método de soma das potênias bem omo
no seionamento tíio de redes. Analisou-se na formulação deste método a modela-
gem de diferentes omponentes dos sistemas de distribuição omo a geração distribuída
om ontrole de tensão nos nós de onexão, reguladores de tensão assim omo banos de
apaitores xos e ontroláveis. Estabeleeu-se omo meta estudar a apliação do priní-
pio de varreduras para a análise de redes fraamente malhadas, a inlusão de diferentes
omponentes nesses métodos, bem omo suas vantagens e limitações.
Finalmente, apresenta-se omo prinipal ontribuição da dissertação a formalização e
araterização da onvergênia dos métodos de soma das orrentes e soma das potênias,
sem a utilização de derivadas, através da dedução das taxas de onvergênia dos métodos,
prova da dependênia dessas taxas para om o arregamento das redes, prova de on-
vergênia para o método de soma das orrentes, dedução de ondições que se mostraram
suientes para a onvergênia do método de soma das potênias, assim omo a formu-
lação de limitantes para om o desvio entre a solução do uxo de arga e um estado de
tensões obtido em iterações dos métodos. Todas as análises e formalizações foram valida-
das em simulação utilizando-se de redes de distribuição obtidas na literatura, bem omo
redes reais de sistemas brasileiros.
Capítulo 3
Método de Soma das Potênias om
Rotações
Este apítulo apresenta uma variação do método de soma das potênias modiado,
proposta para o álulo do uxo de arga em redes de distribuição radiais, a saber Método
de Soma das Potênias om Rotações. O método emprega uma ténia na qual a rede de
energia é reduzida a um onjunto de subredes onetadas entre si, ada uma representada
em um sistema de referênia omplexo onvenientemente esolhido. O uxo de arga em
ada subrede é então alulado em proedimentos de varredura e por meio de transfor-
mações de variáveis nos pontos de onexão entre subredes. Mantendo-se o prinípio e
propriedades de onvergênia do método original, trata-se de uma variação de simples
implementação ujo superior desempenho é analisado no apítulo, bem omo se mostrou
presente em todos os testes realizados.
O apítulo está organizado em 5 seções omo segue. Na seção 3.1, desreve-se a ténia
de rotação de eixos e sua apliação na análise estátia de redes de distribuição. As seções
3.2 e 3.3 apresentam, respetivamente, o método de soma das potênias om rotações para
um aso espeial e para o aso geral. Na seção 3.4, analisa-se o desempenho do método
proposto om relação ao algoritmo modiado do método de soma das potênias. Por
m, a seção 3.5 apresenta as onlusões do apítulo.
3.1 Ténia de Rotação de Eixos
A ténia de rotação de eixos foi primeiramente apliada à análise estátia de redes de
distribuição por Garia et al. (1984). Trata-se basiamente de uma alteração no sistema
de oordenadas annio no qual a rede de energia está representada. Essa alteração é
obtida por meio da rotação dos eixos de referênia real e imaginário. Como abordagem,
Garia et al. (1984) props então a rotação para um sistema de referênia no qual
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linhas de distribuição possuíssem reduzidos valores de relação
r/x, de forma a melhorar o
desempenho do método Desaoplado Rápido na análise de redes de distribuição.
Embora simples e engenhosa, a abordagem de Garia et al. (1984) apresenta algumas
restrições omo o fato do ângulo de exursão de rotação ser um parâmetro esolhido de
forma heurístia. Em adição, dependendo da variedade de abos utilizados, não se faz
possível elevar de forma satisfatória os valores de relação
r/x de todas as linhas de uma rede
de distribuição. Parâmetros de abos tipiamente enontrados em redes de distribuição
estão mostrados na Tabela 3.1.
Tabela 3.1: Parâmetros de abos elétrios
†
(KINDERMANN, 2007).








4/0 Cu 0,188 0,420 0,448 2 Cu 0,596 0,468 1,274
336,4 CA 0,187 0,403 0,464 1/0 CA 0,595 0,451 1,319
336,4 CAA 0,190 0,388 0,490 1/0 CAA 0,696 0,520 1,338
3/0 Cu 0,237 0,426 0,556 2 CAA 1,050 0,525 2,000
2/0 Cu 0,299 0,442 0,676 2 CA 0,948 0,468 2,026
4/0 CA 0,297 0,424 0,700 4 Cu 0,934 0,460 2,030
4/0 CAA 0,368 0,473 0,778 6 Cu 1,482 0,508 2,917
1/0 Cu 0,377 0,451 0,836 4 CA 1,504 0,496 3,032
3/0 CA 0,375 0,433 0,866 4 CAA 1,597 0,522 3,059
3/0 CAA 0,449 0,498 0,902 8 Cu 2,359 0,525 4,493
2/0 CA 0,473 0,442 1,070 6 CAA 2,473 0,529 4,675
2/0 CAA 0,556 0,510 1,090 6 CA 2,400 0,503 4,771
†
Parâmetros obtidos onsiderando omo temperatura do ondutor: 50
◦
C, resistividade do solo:
100Ωm, espaçamento equivalente trifásio: 1,350m, e espaçamento abo-neutro: 1,586m.
Adotando-se assim uma linha diferente de pesquisa, abordar-se-á a ténia de rotação
de eixos à luz das equações utilizadas no método de soma das potênias modiado. Para
tanto, onsidere a rede de distribuição genéria mostrada na Figura 2.2. Observa-se que
a impedânia da linha i desta rede pode ser representada em dois sistemas de referênia
distintos, onforme ilustrado na Figura 3.1. Nesta gura, ϕ é a defasagem entre os dois
sistemas de referênia, zi = ri + jxi = ζi∠φi é a impedânia representada no sistema de








i é a impedânia representada
no novo sistema de referênia.
























Figura 3.1: Uma impedânia representada em dois sistemas de referênia omplexos de-
fasados por ϕ radianos.
na qual
rϕi = ri cosϕ− xi sinϕ (3.2)
xϕi = ri sinϕ+ xi cosϕ (3.3)
e, a nova relação




ri cosϕ− xi sinϕ
ri sinϕ+ xi cosϕ
para xϕi 6= 0 (3.4)
Analogamente, as argas onetadas à rede também podem ser rotaionadas para o









P ϕi = Pi cosϕ−Qi sinϕ (3.6)
Qϕi = Pi sinϕ+Qi cosϕ (3.7)
Uma vez que todas as impedânias de linha e argas omplexas se fazem rotaionadas
por (3.1) e (3.5), a rede de energia está por ompleta representada em um novo sistema
de referênia. Como onseqüênia, grandezas omo as argas aumuladas em ada nó
também se fazem rotaionadas por ϕ. Em adição, independentemente do sistema de
referênia adotado pode-se optar por espeiar uma referênia angular de 0 rad na tensão
do nó da subestação. Desta maneira, a solução do uxo de arga em termos das tensões
omplexas não se modia om a rotação de eixos, sendo para tanto os ângulos das
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orrentes de linha rotaionados por −ϕ, de forma a atender às equações de balanço de
potênia da rede. Em termos das equações do método de soma das potênias, este fato
pode ser observado na análise a seguir.




i a tensão no nó i para a rede no novo sistema de referênia, bem




i,ac a potênia omplexa aumulada no nó i no novo sistema de
referênia. Veria-se por (2.22)(2.24) que
(V ϕi )
4 + Aϕi (V
ϕ
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= 2 ((Pi,ac cosϕ−Qi,ac sinϕ) (ri cosϕ− xi sinϕ) +


























= 2 (Pi,acri +Qi,acxi)− V 2ui
= Ai (3.11)
Similarmente, nota-se para as argas aumuladas e parâmetros de linha que
(P ϕi,ac)
2 + (Qϕi,ac)































2 + (xϕi )
2 = (ri cosϕ− xi sinϕ)2 + (ri sinϕ+ xi cosϕ)2
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e, onseqüentemente, por (3.8) obtém-se que V ϕi = Vi. De forma análoga, um argumento
pode ser onstruído para provar que se δϕui = δui, então δ
ϕ
i = δi.
Portanto, supondo-se que a mesma tensão omplexa é esolhida para o nó da subes-
tação em ambos os sistemas de referênia, isto é, Eϕ0 = E0, e alulando-se a tensão a
jusante de ada nó por meio de um proesso de varredura da subestação em direção aos
nós nais, veria-se que a ondição Eϕui = Eui se faz sempre satisfeita garantindo então
que Eϕi = Ei, ∀i. Prova-se assim que para Eϕ0 = E0 a solução de tensões omplexas
se mantém inalterada independentemente da esolha do ângulo de rotação ϕ. Em on-
trapartida, as orrentes nas argas (e onseqüentemente as orrentes de linha) no novo
sistema de referênia Iϕi são defasadas por −ϕ em relação às orrentes no sistema de




















Preservando-se o onjunto solução de tensões omplexas, é possível então reduzir em
(3.4) as relações
r/x das redes de distribuição para melhorar o desempenho dos algorit-
mos de uxo arga baseados no método de Newton-Raphson. Na abordagem proposta,
estendeu-se a formulação para uma assim denominada Ténia de Rotação de Eixos Ge-
neralizada, na qual a rede de distribuição é dividida em um onjunto de subredes, ada
uma representada em um sistema de referênia distinto.
Para tanto, enfatiza-se que na prátia as linhas de distribuição são onstituídas por
um número padronizado de tipos de abos om mesmos parâmetros r+jx Ω/km e relação
r/x. Conseqüentemente, as perdas elétrias em linhas om mesmo tipo de abo possuem
também o mesmo ângulo, sendo o proedimento de atualizar ambas, perdas ativas e
reativas, desneessário em um proesso iterativo. Denem-se então as subredes de tal sorte
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que estas sejam onstituídas por linhas de mesmo tipo de abo, assim omo representadas
em um sistema de referênia no qual essas linhas apresentem impedânia om parte real
nula.
Desta forma, um algoritmo de varredura baseado no método de soma das potênias
modiado pode ser desenvolvido eliminando-se o álulo de perdas ativas, por meio de
operações em grandezas elétrias em diversos sistemas de referênia. A nova formulação,
hamada de Método de Soma das Potênias om Rotações, é desrita por ns didátios
para um aso partiular e seu aso geral, nas próximas duas seções.
3.2 Método de Soma das Potênias om Rotações: Caso
Partiular
Esta seção apresenta o método de soma das potênias om rotações para o aso parti-
ular em que a rede é onstituída por apenas um tipo de abo e as argas são representadas
por potênias onstantes. Observe que, por hipótese, todas as impedânias da rede de
distribuição possuem a mesma relação
r/x e ângulo φ = φi, ∀i = 1, ..., n. Note também
que, onforme exposto anteriormente, as relações
r/x das linhas podem ser modiadas por
meio da alteração do sistema de referênia no qual a rede de energia está representada.
Assim, onvenientemente esolhendo o ângulo ϕ = π
2
− φ para a rotação das impedânias
e argas, e utilizando-se das leis de Kirhho, obtém-se que



















































Ainda, separando-se a expressão anterior em suas partes real e imaginária, assim omo
denotando LϕQm e L
ϕ
Qi,ac
omo as perdas rotaionadas de potênia reativa na linha m e a
jusante da linha i, respetivamente, tem-se que






























Por onseguinte, a potênia ativa aumulada e rotaionada no nó i pode ser obtida
analitiamente somando-se a arga ativa no nó i om as argas ativas a jusante desse


































Figura 3.2: Prinípio do método de soma das potênias om rotações  aso partiular.
De fato, propõe-se uma rotação para um sistema de referênia no qual as impedân-
ias de linha da rede não possuem parte real. Como onseqüênia, não existem perdas
ativas nessa representação da rede. Desta forma, para este aso, argas e parâmetros
de linha podem ser armazenados no novo sistema de referênia e o método de soma das
potênias formulado para aumular e atualizar apenas potênias reativas. Em adição,
om a eliminação da parte real das impedânias de linha, simplia-se a equação de
atualização das tensões do método. Por onseguinte, eliminando-se e simpliando-se
as operações utilizadas nas varreduras do algoritmo de soma das potênias modiado,
reduz-se o esforço omputaional e melhora-se o desempenho por iteração do método.
Enfatiza-se que essa nova formulação é base para o método proposto ujo pseudoódigo
é apresentado no Algoritmo 4 para o aso didátio de redes de distribuição onstituídas
por apenas um tipo de abo.
Finalmente, faz-se neessário salientar que os estados de tensões obtidos em ada i-
teração pelo Algoritmo 4 são idêntios àqueles obtidos aso da utilização do método de
soma das potênias modiado. Coneitualmente, aúmulo por aúmulo os métodos se
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Algoritmo 4 Método de Soma das Potênias om Rotações  Caso Partiular.
Funionalidade: Cálulo do uxo de arga para redes de distribuição radiais om um
únio tipo de abo instalado.
Requer: Dados de rede e arga.
Iniializar ontador de iterações k;
Rotaionar em ϕ = π
2
− φ radianos as impedânias de linha e argas, por (3.1) e (3.5);
Iniializar tensões nos nós omo uma solução aproximada ou perl plano;
Calular as potênias ativas aumuladas nos nós por (3.19);
Enquanto
∣∣∣∣∣∣V (k+1)i − V (k)i ∣∣∣∣∣∣ > tolerânia, ∀i faça
Para todo i, dos nós nais em direção ao nó da subestação faça
Calular potênias reativas aumuladas nos nós por (3.20);
m Para
Para todo i, do nó da subestação em direção aos nós nais faça
Obter tensões nos nós por (2.22)(2.24) eliminando-se o parâmetro de resistênia
das equações;
m Para
k ← k + 1;
m Enquanto
Imprime Relatório de resultados.
fazem idêntios, apenas se difereniando no sistema de referênia no qual os álulos
se realizam. Por onseguinte, as propriedades de onvergênia do método de soma das
potênias modiado se mantêm no Método de Soma das Potênias om Rotações, para
este aso espeial.
3.3 Método de Soma das Potênias om Rotações: Caso
Geral
Considere uma rede de distribuição geral om diferentes tipos de abos instalados e
argas representadas por potênias onstantes. Observa-se que essa rede de energia pode
ser dividida em um onjunto de subredes onetadas, ada uma representada em um
diferente sistema de referênia, no qual as resistênias de linha são nulas. Como denição,
atribui-se então à primeira subrede, as linhas pertenentes às ramiações da subestação
em direção aos nós nais, até o enontro de pontos de troa de abo. Às próximas subredes
serão atribuídas as linhas pertenentes às ramiações que partem dos pontos de troa
de abo da primeira subrede, até o enontro de novos pontos de troa de abo, seguindo
novamente o sentido da subestação para os nós nais. Esse proesso, ilustrado na Figura
3.3, se repete até ada linha ser inluída a uma subrede.
Pressupondo-se realizada a divisão aima desrita, para se preservar a solução das
tensões em regime permanente, a energia deverá uir nas linhas assumindo diferentes
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Troa de abos assinalada pelo
ângulo de rotação entre subredes
Figura 3.3: Prinípio do método de soma das potênias om rotações  aso geral.
representações. Por onseguinte, adequando o método de soma das potênias para ope-
rar em diferentes sistemas de referênia, pode-se eliminar por ompleto a neessidade do
álulo de perdas ativas na rede. Com esse intuito, desenvolveu-se um algoritmo para a
rotação de eixos generalizada de sistemas de distribuição, no qual se rotaionam os dados
de linha e arga bem omo se assinalam as onexões entre subredes.
O proedimento desenvolvido pode ser sumarizado omo segue. Primeiramente, rotai-
ona-se todo o sistema de forma a eliminar as resistênias de linha da primeira subrede. Na
seqüênia, para ada subrede sr imediatamente a jusante da primeira subrede, rotaiona-
se sr bem omo o sistema a jusante de sr, eliminando-se as resistênias de linha em sr, e
armazenando o ângulo de rotação ϕ utilizado, onforme Figura 3.3. Repete-se o proesso,
até todas as subredes serem visitadas.
Na prátia, este proedimento pode ser exeutado sem a denição de subredes, bas-
tando perorrer os nós no sentido da subestação para os nós nais, rotaionando sistemas
a jusante e armazenando ângulos quando da existênia de troa de abo. Este algoritmo,
nomeado de Ténia da Rotações de Eixos Generalizada, está apresentado no Algoritmo
5.
Uma vez exeutada a rotação de eixos generalizada, um algoritmo de varredura similar
ao formulado na seção anterior pode ser desenvolvido. Neste, eliminam-se os álulos de
perdas ativas e rotaionam-se potênias aumuladas sempre que uma troa de abo se
faz assinalada. Armazenando-se assim potênias aumuladas no sistema de referênia da
subrede a qual essas potênias pertenem, evita-se a neessidade de rotações na varredura
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Algoritmo 5 Ténia de Rotação de Eixos Generalizada
Funionalidade: Pré-proessamento de redes de energia radiais.
Requer: Dados de rede e arga.
Iniializar argas rotaionadas Sϕi ← Si e ângulos ϕi ← 0, ∀i = 1, . . . n;
Iniializar lista L ← {1} e ontador counter ← 0;
Enquanto counter ≤ n faça
Para todo r ∈ L faça
ϕr ← π/2− φr;
Sϕr ← Sϕr ejϕr ;
zϕr ← zϕr ejϕr ;
Para todo k ∈ ∆r faça
Sϕk ← Sϕk ejϕr ;
zϕk ← zϕk ejϕr ;
m Para
counter ← counter + 1;
m Para
L ← {m, tal que m ∈ Dr, e r ∈ L, ∀r};
m Enquanto
da subestação para os nós nais, sendo a equação de tensões utilizada neste proedi-
mento idêntia àquela do aso partiular. Ademais, para o aso de argas representadas
por potênias onstantes, não se faz neessário o aúmulo de argas ativas nos nós de
arga das subredes nais. Isto se deve ao fato das potênias aumuladas nesses nós serem
previamente onheidas omo o somatório das argas a jusante de ada nó, inluindo-se
a arga no próprio nó. Se as argas assumem uma representação dependente da tensão,
antes da varredura em retroesso deve-se alular os valores de onsumo das argas om
o estado de tensões obtido até então pelo algoritmo.
O método desenvolvido está desrito no Algoritmo 6. Salienta-se por m que, os es-
tados de tensões obtidos em ada iteração do algoritmo são idêntios aos obtidos aso da
utilização do método de soma das potênias modiado. De fato, os métodos se diferen-
iam apenas pelo sistema de referênia no qual os álulos se realizam. Por onseguinte,
as propriedades de onvergênia do método de soma das potênias modiado se mantêm
no Método de Soma das Potênias om Rotações.
3.4 Análise Comparativa de Eiênia
Esta seção apresenta um estudo da eiênia do método proposto, baseado na imple-
mentação desenvolvida para a obtenção de resultados. Destaa-se que a implementação do
método seguiu estritamente as equações apresentadas neste doumento, sendo que outras
formas mais eientes de implementação podem perfeitamente ser empregadas variando
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Algoritmo 6 Método de Soma das Potênias om Rotações  Caso Geral.
Funionalidade: Cálulo do uxo de arga para redes de distribuição radiais.
Requer: Dados de rede e arga rotaionados, ou exeução do Algoritmo 5.
Iniializar tensões nos nós om uma solução aproximada ou perl plano;
Para nós pertenentes às subredes nais, alular potênias ativas aumuladas (a menos
do primeiro nó de ada subrede), por (3.19);
Enquanto
∣∣∣∣∣∣V (k+1)i − V (k)i ∣∣∣∣∣∣ > tolerânia, ∀i faça
Para todo i, dos nós nais em direção ao nó da subestação faça
Calular perdas reativas na linha i por (3.21);
Se ϕi = 0 e i é nó de subrede nal (a menos do primeiro nó de subrede) então
Calular potênias reativas aumuladas por (3.20);
Caso ontrário se ϕi = 0 então
Calular potênias ativas e reativas aumuladas por (3.19) e (3.20);
Caso ontrário
Obter potênias ativas e reativas aumuladas por (3.19) e (3.20) e da rotação
apropriada por (3.6) e (3.7);
m Se
m Para
Para todo i, do nó da subestação em direção aos nós nais faça
Obter tensões nos nós por (2.22)(2.24) eliminando-se o parâmetro de resistênia
das equações;
m Para
k ← k + 1;
m Enquanto
Imprime Relatório de resultados.
em erto grau as análises expostas nesta seção. Objetiva-se aqui omparar a variação
proposta om o método original, dado o m de estabeleer ritérios om os quais se faz
vantajoso optar pelo Método de Soma das Potênias om Rotações.
Conforme desrito, observa-se que por iteração ambos os métodos obtêm os mesmos
estados de tensão, fato pelo qual optou-se por analisar os álulos matemátios neessários
para a realização de uma iteração k de ada método. Analisaram-se assim esses álulos de
aordo om os operadores: multipliação ou divisão (⊗∪⊘), soma ou subtração (⊕∪⊖),
e raiz quadrada (
√
.), bem omo a seguinte sintaxe.
Equação número de vezes número de vezes que a
de ⇒ que ada ⇒ equação é requerida em uma
álulo operador é utilizado iteração do método
Seguindo a sintaxe aima denida, listam-se abaixo as operações matemátias nees-
sárias para a realização de uma iteração do método de soma das potênias modiado.






⇒ 4⊗ ∪⊘, 1⊕ ∪⊖, 0√. ⇒ (n− 1) vezes
Pui,ac ← Pui,ac + Pi,ac + riI2Li ⇒ 1⊗ ∪⊘, 2⊕ ∪⊖, 0
√
. ⇒ (n− 1) vezes
Qui,ac ← Qui,ac +Qi,ac + xiI2Li ⇒ 1⊗ ∪⊘, 2⊕ ∪⊖, 0
√
. ⇒ (n− 1) vezes
Ai ← 2(riPi,ac + xiQi,ac)− V 2ui ⇒ 4⊗ ∪⊘, 2⊕ ∪⊖, 0
√
















⇒ 3⊗ ∪⊘, 2⊕ ∪⊖, 2√. ⇒ n vezes
Desta forma, somando-se os items da lista aima, obtém-se um total das operações
matemátias por iteração do algoritmo, denotado por OPM , em função do número de nós
de rede.
OPM = (18n− 6)⊗ ∪⊘+(11n− 5)⊕ ∪⊖+2n√. (3.22)
Similarmente, seja ϑ o número de nós de arga pertenentes às subredes nais (a menos
do primeiro nó de arga) e Nrot o número de rotações de uxo entre subredes utilizadas
no algoritmo proposto, listam-se as operações matemátias realizadas em uma iteração








⇒ 5⊗∪⊘, 1⊕ ∪⊖, 0√. ⇒ (n− 1) vezes
Pui,ac ← Pui,ac + Pi,ac ⇒ 0⊗∪⊘, 1⊕ ∪⊖, 0√. ⇒ (n− 1−Nrot − ϑ) vezes
Qui,ac ← Qui,ac +Qi,ac + LQi ⇒ 0⊗∪⊘, 2⊕ ∪⊖, 0√. ⇒ (n− 1−Nrot) vezes
Ai ← 2xiQi,ac − V 2ui ⇒ 3⊗∪⊘, 1⊕ ∪⊖, 0
√














⇒ 3⊗∪⊘, 2⊕ ∪⊖, 2√. ⇒ n vezes
além das operações
1
Pui,ac ← Pui,ac + Pi,ac cosϕ− (Qi,ac + LQi) sinϕ
Qui,ac ← Qui,ac + Pi,ac sinϕ + (Qi,ac + LQi) cosϕ
}
4⊗ ∪⊘, 6⊕ ∪⊖, 0√.
Nrot vezes
Sendo onservador na análise omparativa, suponha agora que todas as subredes nais
são ompostas por apenas uma linha, de forma que ϑ assume valor nulo2. Somando-se
os items da lista aima, obtém-se o total das operações matemátias por iteração para o
Método de Soma das Potênias om Rotações, denotado por OPR, em função do número
1
Cálulos utilizando os operadores trigonométrios (seno e ossseno) foram realizados antes do iníio
das varreduras, visto que os ângulos de rotação dependem diretamente apenas dos dados de rede e arga.
2
Essa relação também deve ser onsiderada para o aso das argas nas subredes nais serem represen-
tadas omo função da tensão de forneimento.
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de nós de rede.
OPR = (15n− 5 + 4Nrot)⊗∪ ⊘+(8n− 4 + 3Nrot)⊕∪ ⊖+2n√. (3.23)
Como onseqüênia, para garantir que a ondição OPM > OPR seja válida, tem-se
que
(3n− 1)⊗ ∪⊘+(3n− 1)⊕ ∪⊖ > 4Nrot ⊗∪ ⊘+3Nrot ⊕∪⊖ (3.24)
Nota-se por m que a desigualdade aima é válida para
Nrot < (0, 75n− 0, 25) (3.25)
Desta forma, uma vez que a relação (3.25) seja satisfeita, o Método de Soma das
Potênias om Rotações se mostrará mais vantajoso em termos de tempo omputaional
quando omparado om o método de soma das potênias modiado. Observa-se que
embora onservadora, a ondição deduzida é failmente satisfeita para o aso da análise
de redes reais, prinipalmente quando destas representadas em sua forma natural (sem
simpliações omo o aúmulo de argas ou linhas entre postes). Por exemplo, para uma
rede radial simples om n = 100 nós de arga, seriam neessárias mais de 74 troas de abo
para que a ondição (3.25) não seja atendida. Destaa-se por m, que a representação
da rede em sua forma natural é omumente neessária em estudos de otimização da rede,
prinipal apliação da metodologia proposta, na qual são neessários inúmeros álulos de
uxo de arga. De fato, ainda que pequeno e em função dessa apliação, não se avaliou o
usto omputaional do Algoritmo 5, sendo este onsiderado um pré-proedimento para
o qual os dados possam ser armazenados já sob sistemas de referênias onvenientes.
3.5 Conlusões do Capítulo
Este apítulo apresentou uma variação do método de soma das potênias modiado,
nomeada de Método de Soma das Potênias om Rotações. A abordagem elimina álulos
do método original através da divisão da rede de distribuição em distintas subredes one-
tadas entre si, ada uma representada em um sistema de referênia omplexo no qual as
impedânias de linhas apresentam parte real nula. Adotam-se assim proedimentos de
varredura baseados no aúmulo de argas e perdas, bem omo rotações de uxos de arga
quando do enontro de onexão entre subredes.
O método proposto se mostrou mais eiente que o método de soma das potênias
modiado, quando da realização de uma análise omparativa do número de operações
por iteração realizado pelos algoritmos. Ainda, destaa-se que a variação desenvolvida
Capítulo 3. Método de Soma das Potênias om Rotações 33
mantém idêntia as propriedades de onvergênia do método original. Por m, salienta-se
que se julga omo prinipal área de apliação da formulação, estudos nos quais numerosas e
repetidas análises em regime permanentes se fazem neessárias, omo por exemplo estudos
de otimização de sistemas de distribuição.
Capítulo 4
Método de Soma das Potênias para
Redes Fraamente Malhadas
Este apítulo apresenta uma formulação para o álulo iterativo do uxo de arga em
redes de distribuição fraamente malhadas, baseada no método de soma das potênias
bem omo nas ténias de seionamento tíio de redes. Consideram-se na análise
diferentes modelos estátios para argas, efeito apaitivo das linhas de distribuição, e a
presença de geração distribuída onetada na média tensão, om ou sem a possibilidade de
ontrole de tensão nos nós de interonexão. Analisam-se também a modelagem e inserção
de reguladores de tensão nos modos de operação manual ou automátio om omutação
sob arga, assim omo de apaitores xos e ontroláveis instalados em derivação.
O apítulo está organizado em 4 seções omo segue. Na seção 4.1, apresentam-se os
omponentes inseridos na formulação do uxo de arga. Nas seções 4.2 e 4.3, desrevem-se
a metodologia desenvolvida e o algoritmo proposto para a solução do problema, respeti-
vamente. A seção 4.4 apresenta as onlusões do apítulo.
4.1 Representação de Componentes de Redes de Dis-
tribuição
Esta seção aborda os omponentes e equipamentos representados no método de uxo
de arga desenvolvido. Trata-se de uma breve desrição da modelagem das linhas de
distribuição, argas onsumidoras, geração distribuída, regulador de tensão e banos de
apaitores instalados em derivação, esses dois últimos om um maior detalhamento no
texto.
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4.1.1 Linhas de Distribuição
A missão de um sistema de distribuição de energia é entregar bloos de energia das
fontes (geralmente subestações) até as argas onsumidoras. Esses bloos de energia uem
através das linhas de distribuição, transformadores, assim omo dispositivos de ontrole e
proteção omo haves seionadoras, relés, disjuntores, e et. De uma forma geral, esses
omponentes podem ser representados por iruitos equivalentes π, denidos por uma
admitânia série yuii e uma admitânia em derivação y
sh
uii
. Os valores dessas admitânias
variam de aordo om a distânia entre fases, tipo de onexão, altura do omponente
perante o solo, e tipo de material utilizado na onstrução do omponente. Um iruito
equivalente π para uma linha de distribuição é exempliado na Figura 4.1 abaixo.
r r
Eui = Vuie







Figura 4.1: Ciruito equivalente π de uma linha de distribuição.
No esquema aima, as orrentes que uem através das linhas ui− i e i−ui, denotadas
por Iuii and Iiui
1
, respetivamente, podem ser aluladas em função das tensões terminais
Eui e Ei bem omo os parâmetros do modelo, onforme segue.
Iiui = yuii (Ei −Eui) + yshuiiEi (4.1)
Iuii = yuii (Eui − Ei) + yshuiiEui (4.2)
Embora seja uma prátia omum se ignorar a presença do efeito apaitivo, represen-
tado no parâmetro yshuii, para a análise estátia de redes de distribuição este não deve ser
negligeniado prinipalmente no aso de redes subterrâneas (ZIMMERMAN, 1995).
4.1.2 Geração Distribuída
Geração distribuída pode ser denida omo uma geração de energia próxima ao loal
de onsumo (PEPERMANS et al., 2005). De forma geral, diminuindo-se a distânia físia
1
Note que para redes radiais é possível assoiar um mesmo indexador i tanto para os nós quanto
para as linhas. Todavia, nas formulações abordadas neste apítulo, essa indexação nem sempre se faz
onveniente (ou mesmo possível no aso da representação das orrentes em redes malhadas), fato pelo
qual adotou-se também no texto a notação Iuii de forma a identiar os nós terminais de ada linha.
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entre os geradores e os onsumidores, reduzem-se também as perdas elétrias totais e
postergam-se investimentos na transmissão e geração.
A difusão da geração distribuída se faz ada vez mais presente tanto na média quanto
na baixa tensão, prinipalmente na Europa. Sob o ponto de vista da onabilidade do
atendimento, om o desenvolvimento e popularização dosMiroGrids (SRA, 2007), existe a
possibilidade de mirogeradores operarem em autonomia ao suprimento da onessionária
quando da oorrênia de transitórios gerados por distúrbios fora dos MiroGrids. A du-
ração da interrupção de onsumidores onetados aMiroGrids também pode ser reduzida
aso da presença de mirogeradores om apaidade de blak start (MOREIRA; RESENDE;
LOPES, 2006). Ademais, questões sóio-ambientais se fazem presente omo a utilização
de energias renováveis, assim omo questões sóio-eonmias om a redução do poder
de merado das grandes ompanhias de energia e a futura possibilidade de prestação de
serviços anilares por parte desses geradores. As prinipais tenologias utilizadas para a
geração de eletriidade de forma distribuída são mostradas na Tabela 4.1.





PCH Aproveitamento de pequenos ursos de água 600800
Geralmente utilizada para a produção de
Diesel
pequenas unidades de entenas de kW
10002500
Turbina a Gás Para grandes termelétrias de dezenas de MW 10001250
Célula Combustível Possui pouos forneedores omeriais 450020000
Biomassa Grande potenial de apliação no Brasil 400600
Fotovoltaia Fator de apaidade de 1015% na Europa 50007000
Tipo de tenologia para geração distribuída
Eólia
que mais rese no mundo
8002000
Existem 4 modos de operação básios para um gerador distribuído, dependendo do
ontrato para om a onessionária, apaidade e equipamentos de ontrole instalados
(CHENG; SHIRMOHAMMADI, 1995): suprimento de grande arga om potênias ativas e
reativas xas, suprimento de potênia ativa direionada à rede de energia a um fator
de potênia espeío, suprimento de potênia ativa direionada à rede de energia sob
tensão terminal espeiada, e ombinações dos modos anteriores. Todos esses modos de
operação foram representados na formulação desenvolvida.
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4.1.3 Regulador de Tensão
A tensão ao longo dos alimentadores primários de distribuição pode ser ontrolada por
meio da instalação de reguladores de tensão. Esses reguladores são autotransformadores
om tapes em seus enrolamentos e dispositivos de ontrole. Um regulador de tensão pode
ser operado nos modos manual (omo um simples autotransformador) e automátio. No
modo manual, a tensão de saída pode ser manualmente aumentada (boost) ou reduzida
(buk) no painel de ontrole do regulador. No modo automátio, um meanismo de on-
trole ajusta os tapes do regulador busando garantir que a tensão monitorada se mantenha
dentro de uma faixa estipulada (CHENG; SHIRMOHAMMADI, 1995).
Os dispositivos de ontrole de um regulador de tensão geralmente possuem pelo menos
os seguintes ajustes, a m de proporionar um desempenho satisfatório do equipamento
(SOUZA, 1997).
Tensão de Referênia. Ajuste de tensão a qual o relé de regulação utiliza omo refe-
rênia para deidir sob a atuação do omutador. Essa tensão orresponde à tensão
de saída do regulador menos a tensão em um ompensador de queda de tensão de
linha, quando esse ompensador está ativado;
Largura de Faixa. Faixa de preisão a partir da tensão de referênia, dentro da qual se
onsidera que não existe a neessidade de omutação, estabeleendo assim a variação
máxima perentual da tensão na arga;
Tempo de Retardo. Ajuste de tempo de resposta do regulador ujo m é evitar omu-
tações desneessárias em função de variações rápidas de tensão. Outra nalidade
importante é na oordenação de dois ou mais de reguladores de tensão ligados em
asata. O regulador mais próximo à subestação deverá responder em menor tempo
às variações de tensão de forma a evitar um número exessivo de operações dos
demais reguladores;
Compensador de Queda de Tensão de Linha. Ciruito básio que simula a queda
de tensão na linha até um ponto de referênia;
Faixa de Regulação. Faixa fora da qual bloqueia-se a atuação do omutador do regu-
lador de tensão;
Limitação de Tensão. Valores máximos e mínimos para a tensão de saída do regulador
de tensão.
Uma vez que se modela neste apítulo o álulo do uxo de arga em redes fraamente
malhadas, destaa-se a possibilidade de oorrênia de uxo inverso nos enrolamentos do
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regulador. Neste aso, o relé de orrente deteta automatiamente a inversão do uxo
proedendo om a inversão do sentido de rotação do motor do omutador sob arga, bem
omo a inversão da polaridade do ompensador de queda de linha, quando este está ativo
(ROSE, 2007).
A despeito desses meanismos de ontrole, em termos de análise estátia destaa-se
que um regulador de tensão (ou autotransformador) sem defasamento pode ser modelado
por uma admitânia série yps e um autotransformador ideal om relação de transformação






jθp Es = Vse
jθsE∇ = V∇e
jθ∇




Figura 4.2: Modelo para um regulador de tensão (adaptado de (MONTICELLI, 1983)).
No diagrama, Ips representa a orrente que ui no sentido do primário para o se-
undário do autotransformador, Isp representa a orrente que ui no sentido do seundário
para o primário do autotransformador, enquanto E∇ india a tensão omplexa em deter-
minado ponto intermediário do modelo. Nota-se assim que, por hipótese, a relação entre




Uma vez que se objetiva modelar um autotransformador sem defasamento, tem-se
que θ∇ = θp. Por onseguinte, a relação aima se faz igualmente válida para as tensões










ej(θ∇−θp) = lej(0) = l (4.4)
Em adição, visto que o autotransformador representado no segmento p − ∇ é ideal,
não existe dissipação de potênia ativa e reativa entre os nós p e ∇. Desta forma, o uxo
de arga de entrada é igual ao uxo de arga de saída nesse segmento. Esta relação poder





sp = 0 (4.5)
Observa-se assim que, utilizando-se de (4.5) e da relação de transformação E∇ = lEp,
obtém-se que







I∗sp = −lI∗sp ⇒ Ips = −lIsp (4.6)
isto é, as orrentes Ips e Isp são defasadas por π radianos e relaionadas proporionalmente
por l em termos de magnitude.
Desta forma, pelo modelo apresentado na Figura 4.2, as orrentes Ips e Isp podem ser
onveniente esritas omo funções das tensões terminais do autotransformador onforme
segue.
Isp = yps (Es − E∇) = yps (Es − lEp) (4.7)
Ips = −lyps (Es −E∇) = −lyps (Es − lEp) (4.8)
e, manipulando-se os termos tem-se que
Isp = lyps (Es −Ep) + (1− l) ypsEs (4.9)
Ips = lyps (Ep −Es) + l (l − 1) ypsEp (4.10)
Comparando-se as equações (4.9) e (4.10) om as equações (4.1) e (4.2), nota-se que
o regulador de tensão pode ser representado por um iruito equivalente π, similarmente
às linhas de distribuição, no qual os parâmetros de linha série e em derivação se fazem




jθp Es = Vse
jθs
lyps




Figura 4.3: Ciruito equivalente π de um regulador de tensão em fase.
Destaa-se ainda que, embora o iruito equivalente represente adequadamente o regu-
lador de tensão nos modos de operação manual e automátio, se faz onveniente onstruir
um modelo alternativo ujo diagrama é ilustrado na Figura 4.4. Esse modelo alternativo
é formulado por meio da representação de duas fontes de orrente Ip e Is onetadas aos
terminais primário e seundário do regulador, respetivamente, de forma que a admitân-
ia série seja independente da relação de transformação l (ou do tape esolhido para a
análise).






















Figura 4.4: Ciruito equivalente de um regulador de tensão (em fase) om uma admitânia
série que independe da relação de transformação.
Com o objetivo de representar as orrentes produzidas pelas fontes omo função das
tensões terminais e relação de transformação, note que por (4.8)
Ips = −lyps (Es − lEp)
= −lypsEs + l2ypsEp
= −lypsEs + l2ypsEp + (ypsEp − ypsEp) + (ypsEs − ypsEs) (4.11)
e, manipulando-se os elementos da equação aima obtém-se que
Ips =
(
l2 − 1) ypsEp − (l − 1) ypsEs︸ ︷︷ ︸
Ip(l,Ep,Es)




Isp = yps (Es − lEp)
= ypsEs − lypsEp
= ypsEs − lypsEp + (ypsEp − ypsEp) (4.13)
e, manipulando-se os elementos da equação aima tem-se que
Isp = − (l − 1) ypsEp︸ ︷︷ ︸
Is(l,Ep,Es)
+ (Es −Ep) yps︸ ︷︷ ︸
I′sp(Ep,Es)
(4.14)
Portanto, as orrentes supridas por essas duas fontes de orrente podem ser aluladas
omo segue
Ip (l, Ep, Es) =
(
l2 − 1) ypsEp − (l − 1) ypsEs (4.15)
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Is (l, Ep, Es) = − (l − 1) ypsEp (4.16)
Por m, enfatiza-se que a potênia injetada por essas fontes pode ser alulada dire-
tamente omo o produto da orrente onjugada de ada fonte om sua respetiva tensão
terminal.
4.1.4 Banos de Capaitores
Banos de apaitores são onjuntos de apaitores geralmente instalados em derivação
nas redes de distribuição para ns de ompensação reativa, orreção de fator de potênia,
melhoria de pers de tensão, redução de perdas e liberação de apaidade. Modelados
omo admitânias onstantes, apaitores podem ser enontrados nas potênias nominais
padronizadas de 50, 100, 150, 200, 300, e 400 kvar (IEEE, 1992). A orrespondente




na qual, QCi denota a potênia reativa suprida pelo bano de apaitores no nó i, yCi re-
presenta a admitânia onstante do bano de apaitores no nó i, e Vi denota a magnitude
da tensão no nó i.
Existem dois tipos básios de banos de apaitores: os banos xos e os banos
ontroláveis. Os banos de apaitores ontroláveis podem ainda ser ategorizados em
banos om ontrole manual loal, ontrole manual remoto, ontrole automátio loal
e ontrole automátio remoto. Dentre os tipos de ontroles destaam-se (WILLIS, 2004;
NATARAJAN, 2005):
Controle por Potênia Reativa. Trata-se do meio natural para se ontrolar um bano
de apaitores, uma vez que adiiona potênia reativa na rede quando da falta da
mesma;
Controle por Corrente. Refere-se a um tipo de ontrole menos preiso que o ontrole
por potênia reativa. Visto que responde apenas à orrente total de linha, suposições
quanto à queda de tensão na rede são neessárias;
Controle por Tensão. Este tipo de ontrole é geralmente utilizado para regular os pers
de tensão nas redes de energia. Caso o bano não seja aloado e/ou dimensionado
adequadamente, pode ausar elevação das perdas elétrias;
Controle por Temperatura. Trata-se de um tipo de ontrole no qual se faz neessário
elevado grau de onheimento sobre a resposta da arga para om a temperatura.
Sua apliação para a ompensação de redes na média tensão é limitada;
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Controle por Tempo. Este tipo de ontrole se baseia no onheimento das urvas de
arga de um alimentador no tempo. Geralmente, é utilizado para ompensar as
redes nos horários de pio de energia;
Controle Combinado. Os ontroles listados podem ser ombinados de forma a aper-
feiçoar a ompensação de redes. A apliação deste tipo de ontrole se faz mais
freqüente quando o mesmo é ativado remotamente.
Quanto ao uso de apaitores ontroláveis em redes de distribuição, utilizam-se geral-
mente os ontroles por temperatura, tempo, orrente e potênia reativa para a ompen-
sação direta de onjuntos de argas onsumidoras. Em apliações para redes primárias,
o ontrole por tempo se mostra interessante quando do estudo da urva diária de arga
do alimentador. O ontrole por tensão também se destaa, dada a possibilidade de se
aproximar a tensão da rede primária a partir de leituras de tensão de um transformador
de potênia onetado à rede seundária. De uma forma geral, a ombinação de ontroles
pode ser empregada para melhorar as estratégias de ompensação.
4.1.5 Cargas Consumidoras
Conforme apresentado na seção 2.1, as argas de um sistema de energia podem ser

























σPi + βPi + γPi + ǫPi = 1 (4.20)
σQi + βQi + γQi + ǫQi = 1 (4.21)
Em adição, pode-se agregar diretamente ao modelo estátio das argas o efeito apaiti-
vo das linhas de distribuição assim omo a presença de banos de apaitores onetados
em derivação. Para tanto, adiionaram-se ao termo γQi de (4.19) as admitânias em
derivação das linhas onetadas aos nós de rede, assim omo as admitânias dos banos
de apaitores, de aordo om o tape de ada bano.
Finalmente, ainda que exista a possibilidade de onsiderar o efeito apaitivo das linhas
em separado do modelo de arga, omo nas abordagens de Haque (2000), Eminoglu e
Hoaoglu (2005), a presente formulação evita operações desneessárias no álulo do uxo
de arga, reduzindo a equação de queda de tensão de uma rede radial àquela lassiamente
utilizada nos métodos de varredura.
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4.2 Desrição da Formulação Desenvolvida
Esta seção desreve a metodologia desenvolvida para o álulo do uxo de arga em
redes de distribuição fraamente malhadas, na presença dos omponentes listados na
seção 4.1. Iniialmente, onverte-se a rede fraamente malhada em um equivalente ra-
dial adotando-se omo referênia angular o nó da subestação. Realiza-se tal onversão
seionando de forma tíia linhas pertenentes aos laços da rede fraamente malhada.
A ada seionamento tíio de linha assoiam-se dois nós terminais, um existente na
rede original bem omo outro tíia e auxiliar, nos quais se modelam injeções de potên-
ia emulando-se o uxo de arga nesses nós. Partindo-se de valores iniiais, atualizam-se
essas injeções de potênia durante o proesso iterativo, de forma que o desvio entre as
tensões nos pontos de seionamento tíio seja minimizado satisfatoriamente.
Quando da presença de geração distribuída om ontrato de geração sob potênias
ativa e reativa xas, potênia ativa om fator de potênia xo, ou ainda dado um modelo
para os equipamentos do gerador, omo aqueles levantados por Naka, Genji e Fukuyama
(2001), esta geração pode ser agregada à formulação omo uma arga negativa no nó
de onexão. No aso da geração distribuída possuir dispositivos de ontrole de tensão
sem modelo espeiado, pode-se araterizar o gerador omo uma barra PV, na qual
a atualização da potênia reativa segue proesso similar ao realizado nos terminais de




Cada iteração do algoritmo desenvolvido é omposta por 2 estágios. Em um primeiro
estágio, uma varredura baseada no método de soma das potênias é apliada à rede radia-
lizada na qual se atualizam os tapes dos reguladores de tensão e apaitores automátios.
Em um segundo estágio, utilizam-se dos desvios de tensão nos pontos de seionamento
tíio para a atualização das injeções de potênia ativa e reativa nos pontos de se-
ionamento tíio de linha, assim omo das injeções de potênia reativa nos pontos de
seionamento tíio de geração. Repetem-se esses dois estágios até a onvergênia das
tensões nos nós.
A seguir, apresenta-se formalmente a ténia de onversão de redes fraamente malha-
das em equivalentes radiais, a formulação das equações do uxo de arga para o estágio
de varredura da metodologia, as regras de atualização das injeções de potênia nos pontos
de seionamento tíio de linha e geração, bem omo as regras de atualização dos tapes
dos reguladores automátios de tensão e dos banos de apaitores automátios.
2
Na literatura internaional, os aqui nomeados pontos de seionamento tíio de linha e geração são
hamados de Load Break Points e Generation Break Points, respetivamente.
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4.2.1 Seionamento Fitíio de Redes Fraamente Malhadas
O proesso de onversão de uma rede fraamente malhada em um equivalente radial,
sem geração distribuída provida de ontrole de tensão, é ilustrado na Figura 4.5 (a)-(b),





































Figura 4.5: Conversão de uma rede malhada om geração distribuída em uma rede radial
sem geração distribuída.
Primeiramente, eliminam-se os laços da rede por meio do seionamento tíio e da
abstração de nós auxiliares t′, onforme indiado na gura. Assoiam-se assim aos nós
t e t′, injeções de potênia omplexas de igual magnitude e defasadas de 180o. Dado
um gerador distribuído onetado a um nó h, um nó auxiliar h′ om iguais magnitude
de tensão e injeção de potênia ativa é abstraído e onetado à rede, em substituição ao
nó h de forma a desonetar o gerador. A injeção de potênia reativa em h′ depende
assim da tensão terminal espeiada no gerador, enquanto a injeção de potênia ativa
é agregada omo uma arga negativa ao modelo. Como resultado, obtém-se uma rede
radial equivalente sem geradores distribuídos onetados.
Em termos da esolha dos pontos de seionamento (t, t′), na abordagem pioneira
proposta por Shirmohammadi et al. (1988) arma-se que a referida esolha não afeta o
desempenho do algoritmo proposto de forma notável. Embora a metodologia aqui desen-
volvida apresente diferenças em relação à primeira, o prinípio de seionamento tíio
de redes fraamente malhadas se mantém. Por onseguinte, adotou-se esse pressuposto,
sendo a veraidade da itada armação investigada no apítulo de simulações e resultados.
O algoritmo abaixo pode ser utilizado para a determinação de pontos de seionamento
tíio.
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Algoritmo 7 Seionamento Fitíio e Enumeração de Nós para Redes Fraamente Ma-
lhadas
Funionalidade: Seionamento Fitíio e Enumeração por Camadas.
Requer: Dados de rede e arga.
Dena o nó da subestação omo nó 0 na amada 0;
Crie uma nova amada formada pelos nós a jusante dos nós da amada anterior, assi-
nalando que esses nós já foram visitados pelo algoritmo;
Caso um nó seja revisitado no proesso, um laço é araterizado e ria-se um ponto de
seionamento tíio de linha;
Caso um nó de geração om ontrole de tensão seja visitado no proesso, desoneta-se
o gerador e ria-se um ponto de seionamento tíio de geração;
Repita os três proedimentos anteriores até que todos os nós sejam visitados.
4.2.2 Equações de Fluxo de Carga
Uma vez onvertida a rede de distribuição fraamente malhada om geração distribuída
em uma rede radial equivalente sem geração distribuída, o uxo de arga desenvolvido
pode ser parialmente desrito por um onjunto de equações reursivas, similares às uti-
lizadas no método de soma das potênias modiado. Essas equações podem ser apliadas
em proedimentos de varredura, seguidos pela atualização das injeções de potênia nos
pontos de seionamento tíio. Para tanto, onsidere o diagrama de uma linha de
distribuição ui − i, mostrado na Figura 4.6.
Eui = Vuie






















Figura 4.6: Diagrama de uma linha de distribuição para um equivalente radial de rede.
Assumindo-se a modelagem de arga desrita na seção 4.1.5, a injeção de potênia
aumulada no nó i pode ser esrita omo uma função das argas aumuladas nos nós
imediatamente a jusante do nó i, perdas nas linhas imediatamente a jusante do nó i,




i no nó i, e injeção de potênia SIi = PIi + jQIi no nó i,












































Por onseguinte, a partir do aúmulo de potênias em uma varredura dos nós nais
para a subestação utilizando-se de (4.23) e (4.24), a magnitude e ângulos das tensões
podem ser aluladas na direção inversa, da subestação para os nós nais, similarmente
ao proedimento empregado no método de soma das potênias modiado.
4.2.3 Atualização das Injeções de Potênia nos Pontos de Se-
ionamento Fitíio
As potênias injetadas nos pontos de seionamento tíio da rede podem ser atuali-
zadas por meio de uma regra onstruída a partir de uma matriz de impedânia de ordem
reduzida, a qual aproxima a sensibilidade das injeções de potênia para om variações da
tensão nesses pontos. Para a dedução dessa regra de atualização, onsidere iniialmente
os seguintes onjuntos de nós (HAQUE, 2000).
 Conjunto a: omposto pelos nós auxiliares de rede h′ nos pontos de seionamento
tíio de geração;
 Conjunto b: omposto pelos nós originais de rede t nos pontos de seionamento
tíio de linha;
 Conjunto c: omposto pelos nós auxiliares t′ nos pontos de seionamento tíio
de linha;
 Conjunto d: omposto pelos nós de rede restantes, desonsiderando o nó da subes-
tação.
Ordenando-se os nós om os elementos do onjunto a, seguidos pelos elementos do
onjunto b, e assim por diante, a equação de rede para o equivalente radial pode ser
esrita de forma ompata omo segue.
Iabcd = YabcdEabcd (4.25)
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na qual, Iabcd representa um vetor om as orrentes das argas onetadas aos nós dos
onjuntos a, b, c e d, Yabcd denota a matriz admitânia de barra dos nós dos onjuntos
a, b, c e d, e Eabcd representa um vetor om as tensões omplexas nos nós dos onjuntos
a, b, c e d.
Observa-se que nessa formulação, os nós de rede h não são onsiderados na equação
de rede uma vez que estão isolados do equivalente elétrio radial onstruído para rede de
distribuição. Aproximando-se agora ada arga do sistema pela equivalente admitânia em
derivação sob tensão nominal de forneimento, essas argas podem assim ser inorporadas
aos elementos de Yabcd em (4.25). Por onseguinte, a equação da rede elétria pode ser














na qual as orrentes injetadas nos nós do onjunto d são nulas, isto é Id = 0. Desta
forma, os nós do onjunto d podem ser eliminados pela redução de Kron (KRON, 1964)
notando-se que
{
YAEabc +YBEd = Iabc
YCEabc +YDEd = 0
(4.27)
No sistema de duas equações aima, isolando-se Ed na segunda equação e substituindo-
se a relação resultante na primeira equação, obtém-se o sistema reduzido










ou, de forma ompata,
Iabc = YabcEabc (4.29)
no qual Yabc = YA−YBY−1D YC.
Seja agora a matriz de impedânia Zabc = Y
−1
abc
. Então, a relação (4.29) de rede para






















ou, no sistema de equações a seguir.
Capítulo 4. Método de Soma das Potênias para Redes Fraamente Malhadas 48


Ea = ZaaIa + ZabIb + ZacIc
Eb = ZbaIa + ZbbIb + ZbcIc
Ec = ZcaIa + ZcbIb + ZccIc
(4.31)
Por onstrução, as orrentes (e uxos de arga) nos pontos de seionamento tíio
de linha são iguais em magnitude e defasadas de 180
o
, isto é, Ic + Ib = 0. Seja então
Ibc = Ib = −Ic. Utilizado-se dessa relação, as tensões nos nós auxiliares dos pontos de
seionamento tíio de geração, bem omo a diferença entre as tensões nos nós dos
pontos de seionamento tíio de linha, podem ser esritas omo segue.
Ea = ZaaIa + (Zab− Zac) Ibc (4.32)
Ebc = Eb− Ec = (Zba− Zca) Ia + (Zbb− Zcb− Zbc + Zcc) Ibc (4.33)














Destaa-se que a ordem do sistema reduzido aima é igual ao número de seiona-
mentos tíios de geração mais o número de seionamentos tíios de linha. Ademais,
(4.34) pode ser utilizada de maneira inremental omo segue.
∆Ea,bc = Zred∆Ia,bc (4.35)
na qual ∆Ea,bc e ∆Ia,bc representam a diferença entre as tensões e orrentes em iterações
subseqüentes, respetivamente.
Assumindo-se ainda que as tensões nos nós assumem valores de magnitudes próximos
a 1 p.u.
3
, e ângulos pequenos, as variações inrementais nas injeções de orrente e potênia
são aproximadamente as mesmas, ou seja,
∆Ia,bc ≈ ∆S∗a,bc (4.36)
e onseqüentemente, por (4.35) tem-se que
∆Ea,bc ≈ Zred∆S∗a,bc (4.37)
3
A menos que espeiado o ontrário, as grandezas elétrias neste doumento estão representadas no
sistema por unidade.
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Agora, onsidere os elementos da expressão aima separados em suas formas retangu-
lares omo segue.
Zred = Rred + jXred (4.38)
∆S∗a,bc = ∆Pa,bc− j∆Qa,bc (4.39)
e assuma a aproximação ∆Ea,bc ≈ ∆Va,bc + j∆Θa,bc.
Observe que (4.37) pode ser esrita na forma retangular
∆Va,bc + j∆Θa,bc ≈ (Rred + jXred) (∆Pa,bc− j∆Qa,bc)
≈ Rred∆Pa,bc +Xred∆Qa,bc + j (Xred∆Pa,bc− jRred∆Qa,bc)
tal que,
∆Va,bc ≈ Rred∆Pa,bc +Xred∆Qa,bc (4.40)
∆Θa,bc ≈ Xred∆Pa,bc− jRred∆Qa,bc (4.41)














Nota-se ainda que, modelando-se o gerador distribuído por uma barra PV, a potênia
ativa injetada por ada gerador é um parâmetro pré-estabeleido no álulo do uxo de
arga. Por onseguinte, a representação dessa potênia é desneessária na regra de atu-
alização das injeções nos pontos de seionamento tíio. Assim, é possível eliminar de
(4.42) as olunas referentes à variação da injeção de potênia ativa nos geradores distribuí-
dos, assim omo as linhas referentes à variação de angular nesses geradores. Observado-se





























Zca− Zba Zbc + Zcb− Zbb− Zcc
]
(4.46)
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S22 = ℑ
[
Zbb + Zcc− Zbc− Zcb
]
(4.47)
Portanto, dada uma solução iniial e utilizando-se dos desvios de magnitude de tensão
nos pontos de seionamento tíio de geração bem omo dos desvios de ângulo e mag-
nitude de tensão nos pontos de seionamento tíio de linha, as injeções de potênia
nesses pontos podem ser alteradas por regras de atualização até que os desvios de tensão
se aproximem de zero. Sejam τP e τQ fatores de aeleração pertenentes ao onjunto dos








































De forma a simpliar a notação, adotaram-se as variáveis PI e QI para representar
os elementos dos vetores Pbc e Qa,bc, respetivamente, no esquema da Figura 4.6.
4.2.4 Atualização dos Tapes dos Reguladores Automátios de
Tensão
A modelagem de reguladores de tensão para o álulo do uxo de arga em redes fra-
amente malhadas foi abordada por Cheng e Shirmohammadi (1995). Nesta abordagem,
optou-se por modelar o regulador omo uma linha ujos parâmetros série e em derivação
variam de aordo om o tape do omponente, onforme modelo mostrado Figura 4.3.
Adotou-se essa metodologia na representação do regulador no modo manual, no qual a
posição do tape é onheida e pré-espeiada antes da análise de uxo de arga.
Para o modo automátio, optou-se alternativamente pelo modelo por fontes de orrente
apresentado na Figura 4.4, sendo a posição neutra, l = 1, esolhida omo tape iniial do
proesso iterativo. Adotou-se assim o seguinte proedimento para a atualização dos tapes
desse omponente. Em uma dada iteração k, na varredura da subestação para os nós
nais, alulam-se possíveis tensões no seundário dado o onjunto de tapes e a tensão
V
(k)
p no primário do regular. Reduzem-se dessas possíveis tensões de seundário, a queda
de tensão produzida no ompensador de queda de linha, quando ativado. Opta-se assim
pelo tape ujo resultado minimiza (em módulo) o desvio para om a tensão de referênia,
respeitando restrições quanto aos limites máximo e mínimo de tensão no seundário. Esse
tape é então utilizado na varredura em retroesso numa próxima iteração, dos nós nais
até a subestação, para alular a equivalente injeção de arga do regulador de aordo
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(4.15) e (4.16).
Salienta-se que a esolha do modelo por fontes de orrente se faz onveniente uma
vez que evita o reálulo da matriz de impedânia de ordem reduzida entre iterações do
método. De fato, por esse modelo, a impedânia série do regulador é onsiderada na
formação da matriz de ordem reduzida, sendo que o efeito da variação de tape pode ser
agregado omo uma arga no primário e seundário do regulador.
4.2.5 Atualização dos Tapes dos Banos de Capaitores Automáti-
os
No aso de banos de apaitores xos, ontrolados manualmente, ontrolados por
temperatura ou ontrolados por tempo, onsideraram-se os tapes omo parâmetros pré-
espeiados na análise estátia das redes. Desta forma, as admitânias de banos desses
tipos podem ser aresentadas aos modelos agregados das argas em ada nó, onforme
apresentado na seção 4.1.5.
Para a atualização de tapes dos banos de apaitores automátios ontroláveis por
potênia reativa, fator de potênia ou orrente, estabeleeu-se o seguinte proedimento
na varredura de sentido da subestação para os nós nais. Em ada iteração k, no nó i na
qual existe um bano onetado, obtém-se um onjunto de potênias reativas possíveis de
serem supridas pelo bano, dados os tapes disponíveis e a tensão V
(k)
i . Soma-se assim a
esse onjunto a arga aumulada no nó i, de forma a obter o uxo de arga reativo, fator
de potênia ou orrente nas linhas na iteração k para ada tape. Esolhe-se por m o
tape que minimize o módulo do desvio entre o valor alulado e um valor de referênia, de
aordo om o respetivo tipo de ontrole em análise. Para o aso de banos ontrolados por
tensão, veria-se o efeito do onjunto de suprimentos de potênia reativa na equação de
atualização de tensões (2.31), esolhendo-se analogamente o tape que minimize o módulo
do desvio entre as tensões resultantes e o valor de referênia.
Diversas ombinações de ontroles de banos de apaitores podem ser utilizados de-
pendendo da rede de energia, argas e reursos disponíveis. De uma forma geral, desde
que valores de referênia e valores limitantes para as grandezas elétrias sejam espeia-
dos, variações dos proedimentos itados aima podem ser desenvolvidos para o álulo
do uxo de arga em redes de distribuição.
4.3 Algoritmo Proposto
O método de soma das potênias desenvolvido para a análise de redes fraamente
malhadas de distribuição é detalhado na Algoritmo 8 a seguir.
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Algoritmo 8 Método de Soma das Potênias para Redes Fraamente Malhadas
Funionalidade: Cálulo do uxo de arga para redes de distribuição radiais e fraa-
mente malhadas.
Requer: Dados de rede e arga.
Obter um equivalente de rede radial onforme desrito na seção 4.2.1;
Iniializar ontador de iterações k;
Iniializar tensões nos nós om uma solução aproximada ou perl plano;
Calular a matriz de atualização de injeções utilizada em (4.50);
Iniializar injeções de arga PI e QI om uma solução aproximada ou estado nulo;
Enquanto
∣∣∣∣∣∣V (k+1)i − V (k)i ∣∣∣∣∣∣ > tolerânia, ∀i faça
Calular onsumo de potênia pelas argas;
Para todo i, dos nós nais em direção ao nós da subestação faça
Calular as potênias aumuladas ativas e reativas em ada nó usando (4.23) e
(4.24), respetivamente;
m Para
Para todo i, do nó da subestação em direção aos nós nais faça
Calular magnitude das tensões utilizando (2.22)(2.24), atualizando tapes dos
reguladores de tensão e apaitores ontroláveis de aordo om o exposto nas seções
4.2.4 e 4.2.5, respetivamente;
m Para
Atualizar injeções de arga nos pontos de seionamento tíio usando (4.48)(4.50);
k ← k + 1;
m Enquanto
Imprime Relatório de resultados.
Finalmente, destaa-se que aso ao nal de uma iteração seja ultrapassado o limite de
produção de potênia reativa em algum gerador distribuído, adotou-se a modelagem deste
omo um nó de geração om produção de potênia reativa esolhida no limite, seguido da
ontinuação do algoritmo.
4.4 Conlusões do Capítulo
Este apítulo apresentou um método de varredura para o álulo do uxo de arga
em redes fraamente malhadas de distribuição. Considerou-se na formulação um modelo
geral de arga no qual se agrega a representação de geradores distribuídos om ontrato de
produção de potênias ativa e reativa xas, do efeito apaitivo das linhas de distribuição,
de banos de apaitores xos, de banos de apaitores ontrolados manualmente, assim
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omo de banos de apaitores automátios ontrolados por tempo, temperatura, orrente,
potênia reativa, e tensão. Representaram-se também os modos de operação manual e
automátio de reguladores de tensão assim omo geradores distribuídos om ontrole de
tensão nos nós de interonexão.
Como abordagem, a rede fraamente malhada é reduzida a uma rede radial equivalente
desprovida de geração distribuída om dispositivos de ontrole de tensão. Para tanto,
um algoritmo para o seionamento tíio de redes é apresentado, no qual se inluem
novos nós à rede. Apliam-se assim proedimentos de varredura seguidos pela atualização
de injeções de potênia em nós pré-seleionados na etapa de seionamento tíio. A
atualização de injeções segue uma regra onstruída a partir do determinação de uma
matriz de sensibilidade de ordem reduzida, a qual é alulada antes do iníio do laço
prinipal do algoritmo.
Questões quanto à esolha dos pontos da rede nos quais nós auxiliares são riados,




I have disovered a truly remarkable proof whih this margin is too small to
ontain.
Pierre de Fermat
Este apítulo apresenta uma análise formal para a onvergênia dos métodos de soma
das orrentes e soma das potênias, sem a utilização de derivadas, por meio da dedução
da taxa de onvergênia dos métodos e da utilização do teorema do ponto xo para on-
trações. Destaam-se omo ontribuições do apítulo a araterização da onvergênia dos
métodos, dedução de taxas de onvergênia, demonstração da onvergênia para o método
de soma das orrentes, análise de ondições que se mostraram suientes em simulação
para a onvergênia do método de soma das potênias, assim omo a dedução de limitantes
para om o desvio entre a solução do uxo de arga e um estado de tensões obtido em
iterações dos métodos. Fae à esassez de análises dessa natureza na literatura, e devido
à existênia de diversas pequenas variações para os algoritmos, optou-se por analisar os
algoritmos base em sua essênia. Pretende-se om essa deisão metodológia, fomentar
estudos futuros dessas variações assim omo fomentar análises formais omparativas dos
algoritmos base om outros métodos onebidos para o mesmo m.
O apítulo está organizado em 5 seções omo segue. Na seção 5.1, apresenta-se o
teorema do ponto xo para ontrações e uma disussão de sua apliação na análise de
problemas de natureza não linear. Na seção 5.2, um estudo de aso da solução do uxo
de arga para uma rede om dois nós é realizado à luz do teorema do ponto xo para
ontrações. Nas seções 5.3 e 5.4, a análise do aso de uma rede om dois nós é generalizada
para redes radiais om n+1 nós para os métodos de soma das orrentes e soma das potên-
ias, respetivamente. Por m, na seção 5.5, apresentam-se as onlusões e disussões do
apítulo om relação às análises desenvolvidas.
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5.1 O Teorema do Ponto Fixo para Contrações
Os teoremas que abordam a existênia e busa por pontos xos de funções om-
põem um onjunto de resultados matemátios de larga apliação em diversas áreas omo
físia, matemátia, eonomia e engenharia. Dene-se um ponto xo x∝ de uma função
Ψ : X → Cn (X ⊂ Cn) omo qualquer ponto x∝ ∈ X tal que Ψ(x∝) = x∝. Destaam-
se omo alguns dos mais importantes resultados matemátios nessa linha de pesquisa os
teoremas de Brouwer, KnasterTarski, Lefshetz, e o teorema do ponto xo para on-
trações (RUDIN, 1976), este último utilizado na análise aqui desenvolvida. Investigações
quanto à araterização de pontos xos de funções por meio dos teoremas do ponto xo,
têm importante papel na análise de problemas não lineares, assim omo na análise dos
algoritmos assoiados à solução desses problemas.
De forma a apresentar o teorema do ponto xo para ontrações, onsidere um problema
não linear genério omposto por n equações omplexas não lineares fi (x1, . . . , xn) = yi,
nas quais xi, yi ∈ C, ∀i = 1, . . . , n. Para simpliar a notação, note que este problema
também pode ser representado na forma vetorial F (x) = y, na qual x = (x1, . . . , xn)
T
e
y = (y1, . . . , yn)
T
. Assumindo-se a indisponibilidade de uma solução analítia para este
sistema de equações, busam-se alternativamente esquemas iterativos x(k+1) = Ψ(x(k))
de forma a gerar uma seqüênia {x(0),x(1), . . .} onvergente se, e somente se, F (x) = y.
Dentre inúmeras opções, uma possível esolha para este esquema é
Ψ(x(k)) = x(k) −W(x(k)) [F(x(k))− y] (5.1)
no qualW(x(k)) é uma função matriial não singular de x(k).
Na simples regra iterativa disposta aima, a onvergênia é araterizada no ponto
xo e x∝ é um ponto xo de Ψ se, e somente se, F (x) = y. Faz-se assim impor-
tante enfatizar que uma vez espeiado o esquema iterativo e esolhendo-se um ponto
iniial x(0), a seqüênia {x(0),x(1), . . .} gerada deve onvergir para o ponto xo x∝ da
função, i.e.
∣∣∣∣x(k) − x∝∣∣∣∣ → 0, em um tempo omputaional aeitável. Salienta-se tam-
bém omo uma propriedade desejável que a diferença entre elementos subseqüentes da
seqüênia
∣∣∣∣x(k+1) − x(k)∣∣∣∣ diminua geometriamente durante o proesso iterativo. Em
termos matemátios, esta propriedade pode ser formalizada omo segue
∣∣∣∣Ψ(x(k+1))−Ψ(x(k))∣∣∣∣ ≤ c¯ ∣∣∣∣x(k+1) − x(k)∣∣∣∣ (5.2)
para algum c¯ ∈ R tal que 0 ≤ c¯ < 1.
De forma geral, se a função Ψ satisfaz a inequação ||Ψ(x)−Ψ(x′)|| ≤ c¯ ||x− x′||,
para todo x,x′ ∈ X e algum c¯ ∈ R tal que 0 ≤ c¯ < 1, então Ψ é onsiderada uma
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ontração (ou mapeamento de ontração) araterizada pela onstante de ontração c¯.
As ontrações possuem duas propriedades de interesse na análise proposta, propriedades
estas enuniadas no teorema abaixo bem omo demonstradas no Apêndie A.
Teorema (Teorema do ponto xo para ontrações) (RUDIN, 1976): Seja X ⊂ Cn um
subonjunto fehado e Ψ : X→ X um mapeamento ontínuo tal que
||Ψ (x)−Ψ (x′)|| ≤ c¯ ||x− x′|| (5.3)
para alguma onstante de ontração c¯ ∈ R, 0 ≤ c¯ < 1, ∀x,x′ ∈ X. Então Ψ possui um
únio ponto xo em X, sendo Ψ hamado de mapeamento de ontração. Em adição, a se-
qüênia {x(0),Ψ(x(0)),Ψ(Ψ(x(0))), . . .} onverge para esse ponto xo, para todo x(0) ∈ X.
Partiularmente, faz-se interessante notar que o esquema iterativo apresentado em
(5.1) é base para os métodos lassiamente apliados na análise estátia de redes de
alta tensão, omo o método de Newton-Raphson (TINNEY; HART, 1967) e o método De-
saoplado Rápido (STOTT; ALSAÇ, 1974). Por exemplo, seW(x(k)) representa a inversão
da matriz Jaobiana de F em x(k), então (5.1) se torna a regra de atualização do método de
Newton-Raphson. Em ontrapartida, na análise estátia de redes de distribuição, a forma
geral das regras de atualização pode variar onsideravelmente (dependendo da abordagem
esolhida), embora seja possível estabeleer relações de similaridade entre essas regras e
o esquema iterativo apresentado em (5.1).
5.2 Estudo de Caso: Rede om Dois Nós
A análise de uma rede om dois nós possui partiularidades de interesse no estudo da
onvergênia dos métodos de uxo de arga desenvolvidos para apliações em redes radi-
ais de distribuição. De fato, as regras de atualização dos métodos de soma das potênias
(BROADWATER et al., 1988) e soma das orrentes (SHIRMOHAMMADI et al., 1988) apre-
sentam equivalênia para este aso. Ademais, a solução do problema pode ser obtida
analitiamente pelas equações biquadradas desenvolvidas nas abordagens de Broadwater
et al. (1988) e/ou Cespedes (1990).
Considere assim, o esquema iterativo dos algoritmos base dos métodos de soma das
orrentes e potênias, para este aso partiular. Primeiramente, observa-se que omo
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na qual a tensão omplexa em ada iteração é representada omo uma função da tensão
obtida na iteração imediatamente anterior. Seguindo a terminologia apresentada na seção











Ainda om respeito à notação utilizada, denotar-se-á a diferença entre duas tensões






Analogamente, destaa-se que a diferença entre tensões omplexas obtida na iteração k+2





1 )− ψ1(E(k)1 ) (5.7)
Desta forma, dada uma estimativa iniial da solução, a onvergênia das tensões pode
ser assim avaliada representando ∆ψ
(k+1)
1 em função de ∆E
(k+1)
1 , onforme abaixo.
∆ψ
(k+1)














































































Por onseguinte, utilizando-se de (5.9) a diferença entre as tensões omplexas obtidas
nas iterações k + 2 e k + 1 pode ser alulada dadas as tensões nas iterações k + 1 e k.
Em adição, apliando-se o operador norma (em C) e suas propriedades obtém-se omo
igualdade










































Além disso, a equação aima pode ser onvenientemente esrita omo∣∣∣∣∣∣∆ψ(k+1)1 ∣∣∣∣∣∣ = c(k+1) ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)1 ∣∣∣∣∣∣ (5.11)













e, utilizando-se de (5.4) pode-se alular c(k+1) omo uma função das tensões omplexas













Agora, seja R uma região fehada dentro do espaço omplexo C denida por R ,
{E1 ∈ C, ||E1|| ≥ E0 − α}, para algum α ∈ R tal que E0/2 ≤ α < E0 −
√||z1S1||. Con-














Seja agora um ponto qualquer E
(k)
1 ∈ R. Note que
∣∣∣∣∣∣ψ(k)1 − E0∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣









e, desenvolvendo-se essa relação obtém-se que














(E0 − α)2∣∣∣∣∣∣E(k)∗1 ∣∣∣∣∣∣
≤ (E0 − α)
2
(E0 − α)
= (E0 − α)
≤ α (5.17)
Por onseguinte, se E
(k)
1 ∈ R então E(k+1)1 = ψ(k)1 pertene a uma esfera aberta em
C, entralizada em E0, e ujo raio é igual a α, ∀k = 0, . . . , Niter. Desta forma, mesmo
que valores de tensão muito elevados sejam esolhidos omo solução iniial do proesso
iterativo, a ontração obtida até ψ
(0)
1 será também elevada e as tensões na primeira iteração
do método pertenerão a uma esfera aberta no espaço omplexo. Esse resultado é ilustrado









Figura 5.1: Convergênia versus solução iniial: Caso Partiular.
Em partiular, nota-se que ψ
(k)


















Finalmente, utilizando-se de (5.11)(5.12) e (5.18), tem-se que 0 ≤ c(k+1) ≤ c¯ < 1, ∀k
assim omo
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∣∣∣∣∣∣∆ψ(k+1)1 ∣∣∣∣∣∣ ≤ c¯ ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)1 ∣∣∣∣∣∣ (5.19)
Por onseguinte, a função ψ1 : R → R é um mapeamento de ontração (em R)
om onstante de ontração c¯. Como onseqüênia, pelo teorema do ponto xo para
ontrações, ψ1 possui um únio ponto xo em R. Em adição, a seqüênia {E(0)1 , ψ1(E(0)1 ),
ψ1(ψ1(E
(0)
1 )), . . .} onverge para este ponto xo qualquer que seja a estimativa iniial
E
(0)
1 ∈ R. Portanto, prova-se a onvergênia do algoritmo de uxo de arga sob a ondição
de existênia da região R.
Observa-se também pela equação de onvergênia (5.11) que quanto menor c(k+1) mais
rapidamente onvergirá o algoritmo. Formalmente, os métodos de soma das potênias e
soma das orrentes apresentam para este aso uma onvergênia geométria em direção à
solução, om taxa de onvergênia por iteração dada por c(k+1). Em adição, mantendo-se
onstante a impedânia de linha z1, uma vez que c
(k+1)
depende do arregamento do ali-
mentador, a onvergênia também depende diretamente do arregamento do alimentador,
onforme anteipado por R. P. Broadwater em (SHIRMOHAMMADI et al., 1988).
Essa dependênia pode ser ilustrada através de um exemplo numério. Seja uma rede
om dois nós, impedânia de linha z1 = 1, 3531 + j1, 3235Ω e tensão de forneimento de
E0 = 11, 000∠0
◦
kV. De forma a avaliar a onvergênia do método, observe que elevando-
se inrementalmente o arregamento mantendo-se onstante a rede elétria (z1 onstante),




1 para ada arrega-
mento por c∝ =
∣∣∣∣z1S∗1/(V ∝1 )2∣∣∣∣. A Figura 5.2 apresenta a onstante de ontração c∝ e o
número de iterações Niter neessário para a onvergênia, ambos obtidos pela exeução do
algoritmo de soma das orrentes para a rede-exemplo. Adotou-se omo tolerânia o valor
10−7.
Observa-se na gura que a onvergênia do algoritmo de uxo de arga é monotonia-
mente dependente do arregamento. Partiularmente para o aso de rede om dois nós, o
limite de arregamento pode ser obtido diretamente estudando a existênia de solução da
equação biquadrada (2.22). De fato, próximo ao arregamento limite, a região R tende a
ser um espaço vazio, no qual ψ1 perde suas propriedades de ontração e o algoritmo não
onverge pela inexistênia de solução estável.
Por m, uma vez que ψ1 : R → R é um mapeamento de ontração (em R) om
onstante de ontração c¯, pode-se provar1 as seguintes relações
∣∣∣∣∣∣E∝1 − E(k)1 ∣∣∣∣∣∣ ≤ c¯k1− c¯
∣∣∣∣∣∣ψ(0)1 −E(0)1 ∣∣∣∣∣∣ (5.20)
1
Essas relações estão demonstradas no Apêndie A, na forma de orolários do teorema do ponto xo
para ontrações.
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Figura 5.2: Dependênia da onvergênia para om o arregamento de rede.
∣∣∣∣∣∣E∝1 − E(k)1 ∣∣∣∣∣∣ ≤ c¯1− c¯
∣∣∣∣∣∣E(k)1 − E(k−1)1 ∣∣∣∣∣∣ (5.21)
Portanto, utilizando-se das inequações (5.20) ou (5.21), obtêm-se limitantes do valor de
erro para om a solução do uxo de arga em um determinado estágio do proesso iterativo.
5.3 Análise de Convergênia para o Método de Soma
das Correntes
Nesta seção, a análise desenvolvida na seção anterior é generalizada para redes radiais
om mais de dois nós, tomando omo foo o método de soma das orrentes. Destaa-se
que, para uma análise formal da onvergênia de métodos iterativos, faz-se onveniente
obter (quando possível) fórmulas fehadas para as regras de atualização que denem ada
método. Estas fórmulas relaionam variáveis obtidas numa dada iteração om variáveis
obtidas em iterações anteriores. De aordo om o exposto no Capítulo 2, a regra geral do
método de soma de orrentes em uma rede radial de distribuição pode ser representada


















i,sc representa a tensão obtida pelo método no nó i e iteração k, ψ
(k)
i,sc representa




i,sc , ui representa
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o nó imediatamente a montante do nó i, e Λi denota o onjunto de nós a jusante do nó i,
inluindo-se o nó i propriamente dito, ∀i = 1, . . . , n e ∀k = 0, . . . , Niter.
Com o objetivo de deduzir uma fórmula fehada para ψ
(k)
i,sc, seja ~i o onjunto de linhas
pertenentes ao aminho que oneta o nó da subestação ao nó i. Por (5.22), observa-se










































Desta forma, somando-se os termos do onjunto de equações aima e onsiderando-se
onstante a tensão na subestação, isto é, ψ
(k)
0,sc = E0, ∀k = 0, . . . , Niter, pode-se obter a
fórmula fehada abaixo para a regra de atualização do método
ψ
(k)













Seja agora Oir a interseção dos onjuntos ~i e ~r, então
ψ
(k)









































no qual zir =
∑
o∈Oir
zo dene analitiamente o elemento (i, r) da matriz impedânia de
barra para uma rede radial genéria de distribuição de energia.
Similarmente ao desenvolvido para o estudo de aso de uma rede om dois nós, a partir
de (5.25) pode-se alular a diferença entre tensões nas iterações k+2 e k+1, em função
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Faz-se também onveniente salientar que a regra obtida para a atualização do método
tem forma geral esperada, uma vez que a abordagem proede om a atualização de tensões
a partir da orrente requerida pelas argas em ada iteração, dada uma estimativa iniial
do ponto de operação. Destaa-se por m que a regra de atualização (5.25) bem omo a
regra de atualização das diferenças (5.27) podem ser esritas na forma matriial











sc é um vetor de tamanho n× 1 om as tensões omplexas aluladas na
iteração k + 1, E
(k)
sc é um vetor de tamanho n × 1 om as tensões omplexas aluladas
na iteração k, ∆Ψ(k+1)sc = Ψ
(k+1)
sc − Ψ(k)sc , ∆E(k+1)sc = E(k+1)sc − E(k)sc , E0 é um vetor de
tensões de tamanho n× 1 om elementos iguais a E0, Z representa a matriz impedânia
de barra, S é uma matriz diagonal om elementos iguais às argas omplexas, K
(k)
sc é um
vetor de tamanho n×1 om os reíproos das tensões omplexas aluladas na iteração k,
e F
(k)
sc é uma matriz diagonal de tamanho n×n om o produto dos reíproos das tensões
omplexas aluladas na iteração k + 1 e k.
Como exemplo, onsidere a rede radial om 5 nós (ontando-se o nó da subestação)
mostrada na Figura 5.3.


















Figura 5.3: Exemplo de uma rede de distribuição radial om 5 nós.




























z1 z1 z1 z1
z1 (z1 + z2) (z1 + z2) z1
z1 (z1 + z2) (z1 + z2 + z3) z1




























































































































































Agora, apliando-se o operador norma (em Cn) e suas propriedades em (5.29) obtém-se
que ∣∣∣∣∣∣∆Ψ(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣D(k+1)sc ∆E(k+1)∗sc ∣∣∣∣∣∣
≤ ∣∣∣∣D(k+1)sc ∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)∗sc ∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣D(k+1)sc ∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ (5.31)
Destaa-se que diversas normas podem ser utilizadas para analisar a onvergênia do
método de soma das orrentes em (5.31). Optou-se assim pela norma innita (ou norma
de Chebyshev) de forma a ser onservador nas desigualdades deduzidas. A menos que
espeiado o ontrário, essa norma será aquela utilizada em todo texto. Como exemplo,
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observa-se que adotando-se omo norma base a norma innita




















Uma vez estabeleido o operador norma e uma fórmula analítia para os elementos da
































Por onseguinte, a desigualdade (5.31) pode ser onvenientemente esrita na forma∣∣∣∣∣∣∆Ψ(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ ≤ c(k+1) ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ (5.37)













Seja agora R uma região fehada dentro do espaço vetorial omplexo Cn denida por
R = {E ∈ Cn, ||Ei,sc|| ≥ (E0 − α), ∀i = 1, . . . , n}, para algum α ∈ R tal que
E0
2




Considere também c¯ uma onstante real omo uma função de α, as impedânias de linha
e argas omplexas, omo segue.






Observe que, por onstrução (E0 − α)2 >
∑n









Agora, note que dado um estado de tensões E
(k)
sc em R na iteração k, as tensões om-
plexas obtidas durante o restante do proesso iterativo do método podem ser analisadas
omo segue.
∣∣∣∣Ψ(k)sc −E0∣∣∣∣ = ∣∣∣∣E0 − ZS∗K(k)∗sc −E0∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣ZS∗K(k)∗sc ∣∣∣∣∣∣











= (E0 − α)
≤ α (5.42)
Por onseqüênia, se E
(k)
sc ∈ R então E(k+1)sc = Ψ(k)sc pertene a uma hiperesfera aberta (em
Cn) entralizada em E0 e om raio igual a α, ∀k = 0, . . . , Niter. Em partiular, qualquer
que seja a estimativa iniial esolhida em R para iniiar o proesso iterativo, obtém-se
que o próximo ponto de operação enontrado pelo método também pertenerá a R. Este
fenmeno está ilustrado na Figura 5.4, para um orte no hiperplano i do espaço Cn.
Ademais, Ψ
(k)



















Assim, utilizando-se de (5.37)(5.38) e (5.43), obtém-se que 0 ≤ c(k+1) ≤ c¯ < 1, ∀k, bem
omo ∣∣∣∣∣∣∆Ψ(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ ≤ c¯ ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ (5.44)
Desta forma, por onstrução, a função Ψsc : R → R é uma ontração (em R) om
onstante de ontração c¯ e únio ponto xo. De fato, se E⋆ e E⋆⋆ são dois elementos









Figura 5.4: Convergênia versus solução iniial: Caso Geral.
distintos em R, então
||Ψsc(E⋆)−Ψsc(E⋆⋆)|| ≤ c¯ ||E⋆ − E⋆⋆|| (5.45)
Suponha agora que E⋆ e E⋆⋆ são duas soluções do problema de uxo de arga. Então,
por hipótese tem-se que
||E⋆ −E⋆⋆|| = ||Ψsc(E⋆)−Ψsc(E⋆⋆)|| ≤ c¯ ||E⋆ −E⋆⋆|| (5.46)
Se E⋆ 6= E⋆⋆ então ||E⋆ − E⋆⋆|| 6= 0. Por onseguinte, pode-se dividir a inequação aima
por ||E⋆ −E⋆⋆|| resultado que c¯ ≥ 1, isto é, resultando numa onlusão inonsistente
(absurdo). Portanto, tem-se que E⋆ = E⋆⋆, ou seja, a existênia e uniidade da solução
de uxo de arga para uma rede radial de distribuição é demonstrada em R, dadas
ondições de existênia da região R relaionadas à magnitude da tensão na subestação e
arregamento do alimentador.
Em adição, pelo teorema do ponto xo para ontrações, omoΨsc : R→ R é uma on-
tração (em R), a seqüênia {E(0), Ψsc(E(0)), Ψsc(Ψsc(E(0))), . . .} onverge para a solução
do uxo de arga, ∀E(0) ∈ R. O algoritmo de soma das orrentes possui onvergênia
geométria para essa solução om taxa de onvergênia por iteração c(k+1) alulada por
(5.38). Ademais, mantendo-se onstante a topologia da rede, uma vez que c(k+1) de-
pende monotoniamente do arregamento do alimentador, quanto menor o arregamento
do alimentador mais rapidamente o algoritmo onvergirá para a solução do uxo de arga.
Por meio das deduções, observa-se também que o onjunto de vetores de tensões
omplexas no espaço Cn pode ser dividido em duas regiões: uma região de ontração e
outra de não-ontração. A região de não-ontração ainda pode ser dividida separando-
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se a parela dos elementos na qual
∣∣∣∣∣∣∆Ψ(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣, ompondo uma região de
dilatação. De fato, optou-se pela regiãoR por onveniênia na apresentação das deduções
e resultados. Enfatiza-se nesse ponto que, om o objetivo de aumentar o espaço denido
por R e restringir c¯, diferentes regiões R podem ser esolhidas. Entretanto, julgaram-se
as deduções desenvolvidas omo suientes para demonstrar os resultados e propriedades
analisadas nesse doumento para o algoritmo.
Salienta-se que a uniidade e existênia de solução do uxo de arga é um resultado
já demonstrado em (CHIANG; BARAN, 1990; MIU; CHIANG, 2000). Ainda om respeito às
regiões de ontração e não-ontração, faz-se direto que o algoritmo apenas onvergirá na
região de ontração. Destaa-se também que a região de não-ontração ontém a origem e
é obviamente limitada pela região de ontração, assim omo a região de ontração ontém
uma únia solução do problema de uxo de arga. Veria-se portanto que a solução do
problema pertene à região de ontração.
Adiionalmente, na região de dilatação, o desvio entre estados obtidos no proesso
iterativo tende a reser por denição. Dessa forma, mesmo que uma solução iniial seja
esolhida dentro da região de dilatação, os estados obtidos tenderão a sair da mesma.
Faz-se interessante então analisar se na região de não-ontração existe um espaço limiar,
no qual
∣∣∣∣∣∣∆Ψ(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sc ∣∣∣∣∣∣. Supondo-se por absurdo tal existênia, tem-se que
D
(k+1)∗
sc é um operador linear de rotação
2
nesse espaço. Todavia, tal onlusão é inonsis-
tente uma vez que as matrizes hermitiana e inversa de D
(k+1)∗
sc são distintas qualquer que
seja a iteração k.
Conlui-se então que, mesmo que uma solução iniial seja esolhida dentro da região
de não-ontração, os estados de tensão tenderão à região de ontração que é limitante,
garantindo a onvergênia do método. Assim, a onvergênia do algoritmo é assegurada
independentemente da esolha da solução iniial
3
. Mesmo que tensões irraionalmente
elevadas sejam esolhidas omo estado iniial de partida, a ontração será proporional-
mente elevada trazendo o estado obtido na primeira iteração para dentro da hiperesfera
entralizada em E0, onforme demonstrado anteriormente. Destaa-se que todas as on-
lusões teórias aqui analisadas foram validadas por meio de diversas simulações, algumas
delas dispostas no Capítulo 6 de resultados.
Finalmente, omo Ψsc : R→ R é uma ontração (em R), om onstante de ontração
2
Um operador linear de rotação é aquele que não modia a distânia de seu operando para om
a origem em uma espaço n-dimensional. A matriz que dene tal operador assume duas propriedades
araterístias: determinante unitário e igualdade matriial entre sua hermitiana e sua inversão.
3
Considera-se aqui o apropriado tratamento de possíveis overows das exeções dadas por pontos de
partida om tensões aproximadamente nulas.
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c¯, pode-se provar as desigualdades abaixo
∣∣∣∣E∝ − E(k)sc ∣∣∣∣ ≤ c¯k1− c¯ ∣∣∣∣Ψ(0)sc −E(0)sc ∣∣∣∣ (5.47)
∣∣∣∣E∝ − E(k)sc ∣∣∣∣ ≤ c¯1− c¯ ∣∣∣∣E(k)sc −E(k−1)sc ∣∣∣∣ (5.48)
Por onseguinte, por meio de (5.47) ou (5.48), pode-se limitar o valor do desvio entre a
solução do uxo de arga e um estado obtido em uma determinada iteração do algoritmo
de soma das orrentes.
5.4 Análise de Convergênia para o Método de Soma
das Potênias
Similarmente ao desenvolvido para o método de soma das orrentes, nesta seção
apliar-se-á o teorema do ponto xo para ontrações na análise do método de soma das
potênias. Embora em termos de implementação ambos os métodos apresentem seme-
lhanças, observar-se difereniações nas propriedades de onvergênia bem omo no equa-
ionamento dos métodos.
Conforme exposto no Capítulo 2, a regra de atualização do algoritmo do método de
soma das potênias, para numa rede radial genéria de distribuição, pode ser representada


















i,sp denota a tensão obtida pelo método no nó i e iteração k, ψ
(k)
i,sp representa




i,sp , Si,c denota
o somatório das argas omplexas a jusante do nó i inluindo-se a arga no nó i, e L
(k)
i,ac
representa o somatório das perdas elétrias nas linhas a jusante do nó i na iteração k,
∀i = 1, . . . , n, ∀k = 0, . . . , Niter.
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Desta forma, somando-se os termos do onjunto de equações aima e onsiderando-se
onstante a tensão na subestação, isto é, ψ
(k)
0,sp = E0, ∀k = 0, . . . , Niter, pode-se obter a
fórmula fehada abaixo para a regra de atualização do método de soma das potênias.
ψ
(k)













Como exemplo, onsidere novamente a rede radial om 5 nós mostrada na Figura 5.4.
Para essa rede, as 4 fórmulas fehadas para a atualização das tensões do método podem
ser esritas omo segue
ψ
(k)


























































e, abrindo-se os somatórios, estas regras podem ser representadas de forma ompata
















































































De fato, uma equação matriial pode ser onebida para representar a regra de a-
tualização do método de forma genéria. Para tanto, assumindo-se uma numeração de
nós na qual
4 ui < i, ∀i = 1, . . . , n, se faz interessante denir uma matriz de aminho T




1, se m ∈ ~i
0, aso ontrário
(5.57)
Esta matriz em sua forma transposta é hamada de matriz de alane Υ = TT na
literatura, e utilizada na formalização de diversos problemas assoiados à modelagem e
otimização de redes de distribuição, bem omo em estudos de reonguração, aloação de
4
A numeração por amadas proposta por Shirmohammadi et al. (1988) possui a referida propriedade.
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apaitores e aloação de haves seionadoras. Destaa-se assim que, uma vez denida a
matriz de aminho T, a regra de atualização do método de soma das potênias pode ser
enuniada em sua forma matriial
Ψ(k)sp = E0 −TZpS∗cK(k)∗sp −TZpL(k)∗ac K(k)∗sp (5.58)
na qual, Ψ
(k)
sp é um vetor de tamanho n×1 ujos elementos denotam as tensões omplexas
na iteração k+1, Zp é a matriz de impedânia primitiva da rede om tamanho n× n, Sc
é uma matriz tipo diagonal de tamanho n× n ujos elementos denotam o somatório das
argas aumuladas a jusante de ada nó (inluindo-se a arga no próprio nó), L
(k)
ac é uma
matriz tipo diagonal de tamanho n× n ujos elementos denotam o somatório das perdas
nas linhas a jusante de ada nó na iteração k, e K
(k)
sp é um vetor de tamanho n× 1 ujos
elementos denotam os reíproos das tensões omplexas na iteração k.
Seja agora R uma região fehada dentro do espaço vetorial omplexo Cn denida por
R = {E ∈ Cn, ||Ei,sp|| ≥ (E0 − α), ∀i = 1, . . . , n}, para algum α ∈ R tal que
E0
2








ρα = ||TZpS∗c||+ ||TZp||
∣∣∣∣L∗ac,α∣∣∣∣ e ̺ = 2 ||TZp|| ∣∣∣∣ΛZ∗pScS∗c∣∣∣∣ (5.60)
assim omo, Λ é igual à Υ menos a matriz identidade, e Lac,α é uma matriz diagonal
de tamanho n× n ontendo as máximas perdas aumuladas nas linhas a jusante de ada
nó (em R), assumindo-se assim que a magnitude da tensão em todas os nós é igual a
(E0 − α), e utilizando-se do proedimento em retroesso do algoritmo. Considere também








Esta onstante possui por (5.59) a seguinte propriedade (em R)







Suponha agora um determinado ponto qualquer E
(k)
sp ∈ R. Observa-se que por (5.58)
∣∣∣∣Ψ(k)sp − E0∣∣∣∣ = ∣∣∣∣TZpS∗cK(k)∗sp +TZpL(k)∗ac K(k)∗sp ∣∣∣∣
≤ ∣∣∣∣TZpS∗cK(k)∗sp ∣∣∣∣+ ∣∣∣∣TZpL(k)∗ac K(k)∗sp ∣∣∣∣
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≤ ||TZpS∗c||




(E0 − α) +
||TZp||
∣∣∣∣∣∣L(k)∗ac ∣∣∣∣∣∣
(E0 − α) (5.63)
Na inequação aima, o termo
∣∣∣∣∣∣L(k)∗ac ∣∣∣∣∣∣ representa a norma da matriz de perdas aumu-
ladas, nas linhas a jusante de ada nó. Seguindo-se assim o proedimento em retroesso
do método de soma das potênias, esse termo pode ser limitado (em R) pela norma de
uma matriz de perdas aumuladas, obtida onsiderando-se as magnitudes das tensões
iguais a (E0 − α) em todas os n nós. Salienta-se que esta limitação é onservadora em
aráter extremo, uma vez que para o estado de tensão esolhido as perdas são demasiadas
elevadas. Dessa forma, a inequação (5.63) pode ser ainda desenvolvida omo segue





























e, utilizando-se do lado direito da inequação (5.59), seguido pelo lado esquerdo dessa
mesma inequação, obtém-se que
∣∣∣∣Ψ(k)sp − E0∣∣∣∣ < (E0 − α) ≤ α (5.65)
Evideniam-se assim om a desigualdade aima araterístias importantes do método,
e em partiular na esolha do ponto partida do algoritmo. Assumindo-se a existênia de R
(ou a validade da desigualdades em (5.59)), deduz-se que para todo E
(k)
sp ∈ R, tem-se que
Ψ
(k)
sp pertene a uma hiperesfera aberta de raio α e entralizada em E0, ∀k = 0, . . . , Niter.
Em partiular, qualquer que seja a estimativa iniial esolhida emR para iniiar o proesso
iterativo, obtém-se que o próximo ponto de operação enontrado pelo método também
pertenerá a R.
Uma vez que E
(k)
sp ∈ R, ∀E(0)sp ∈ R, ∀k = 0, . . . , Niter, e por denição as tensões
podem ser limitadas em R, faz-se possível limitar a taxa de onvergênia do método
nessa região. Similarmente ao desenvolvido na seção anterior, para se analisar a taxa
de onvergênia do método, representar-se-á a diferença entre duas tensões omplexas
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de iterações subseqüentes, k + 2 e k + 1, em função dessa mesma grandeza em iterações
anteriores.
Observe para tanto que, dada a esolha de uma estimativa iniialE
(0)
sp ∈ R e utilizando-
se da fórmula fehada da regra de atualização do método (5.51), as tensões omplexas nas
iterações k + 2 e k + 1 podem ser aluladas omo segue
ψ
(k+1)















































































































































































































Por onseguinte, a equação de onvergênia relaionando os desvios de tensão entre


























ou, de forma ompata,















































na qual ∆Ψ(k+1)sp = Ψ
(k+1)
sp −Ψ(k)sp , D(k+1)sp é uma matriz de tamanho n×n om elementos
D
(k+1)




sp − E(k)sp . Deseja-se assim limitar analitiamente a taxa de
onvergênia D
(k+1)
sp do método em R. Veria-se por (5.72) que esta taxa pode ser
dividida em 2 termos prinipais: um primeiro termo diretamente relaionado às potênias
(argas + perdas) aumuladas em ada nó enquanto um segundo termo relaionado aos
desvios das perdas elétrias em iterações subseqüentes. Observa-se que de uma forma
geral as perdas se elevam om a redução da tensão e, em ontrapartida, as perdas se
reduzem om a elevação da tensão. Dessa forma, o 2o termo de (5.72) ontribui para a
elevação do valor de
∣∣∣∣∣∣D(k+1)sp ∣∣∣∣∣∣, não sendo possível eliminá-lo de (5.72) para limitar a taxa
de onvergênia. Ademais, visto que o 2o termo de (5.72) depende de ∆E
(k+1)
m,sp , não se faz
trivial limitar
∣∣∣∣∣∣D(k+1)sp ∣∣∣∣∣∣ diretamente em R. Como alternativa, existe a possibilidade de
desenvolver (5.69) representando-se ∆L
(k+1)∗
m,ac em função das tensões e argas a jusante do
nó m, e limitar ∆L
(k+1)∗
m,ac utilizando-se da desigualdade triangular. Destaa-se entretanto
que embora essa abordagem resulte num limitante perfeito do ponto de vista analítio,
a mesma aree em pratiidade gerando omo limitante um somatório de reíproos de
polinmios de ordem 2 a 2n. De forma a simpliar a análise, optou-se por aproximar
L
(k)∗
m,ac pelas perdas aumuladas geradas diretamente pelas argas a jusante de ada nó













































































































































m,ac é dado por (5.74).












































sp é uma matriz diagonal de tamanho n × n om elementos iguais aos
reíproos das tensões omplexas aluladas na iteração k.
Agora, apliando-se o operador norma e suas propriedades em (5.78) tem-se que
∣∣∣∣C(k+1)sp ∣∣∣∣ ≤ ||TZpS∗c|| ∣∣∣∣M(k+1)∗sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k)∗sp ∣∣∣∣+ ||TZp|| ∣∣∣∣L(k+1)∗ac ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k+1)∗sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k)∗sp ∣∣∣∣
+ ||TZp||
∣∣∣∣M(k+1)∗sp ∣∣∣∣ ||ΛZpS∗cSc|| ∣∣∣∣M(k+1)∗sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k)sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k)∗∣∣∣∣
+ ||TZp||
∣∣∣∣M(k+1)∗sp ∣∣∣∣ ||ΛZpScS∗c|| ∣∣∣∣M(k)sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k+1)sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣M(k)∗∣∣∣∣ (5.79)
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e, utilizando-se da denição de R e (5.60)






















Desta forma, obtém-se que∣∣∣∣∣∣∆Ψ(k+1)sp ∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣C(k+1)sp ∆E(k+1)∗sp ∣∣∣∣∣∣
≤ ∣∣∣∣C(k+1)sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)∗sp ∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣C(k+1)sp ∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sp ∣∣∣∣∣∣
≤ c¯
∣∣∣∣∣∣∆E(k+1)sp ∣∣∣∣∣∣ (5.80)
Por onseguinte, assumindo que a despeito da aproximação para as perdas elétrias,
as desigualdades são satisfeitas em função da esolha do operador norma e do parâmetro
de região α, pode-se araterizar a função Ψsp omo uma ontração provida de todas
as propriedades enuniadas na seção anterior para o método de soma das orrentes.
Evideniam-se assim nas deduções diferenças fundamentais nos métodos, apenas pela
troa de paradigma de aúmulo de orrentes para o aúmulo de potênias a jusante de
ada nó. De fato, uma dedução alternativa pode ser onstruída na qual os desvios entre
estados obtidos numa iteração k + 1 são representados omo função dos desvios na itera-
ção k, desvios estes de igual forma ao do método de soma das orrentes, adiionado de
um termo proporional aos desvios nas iterações k e k − 1. Esse termo representa a dife-
rença entre os pares ordenados (passo, direção) que araterizam os métodos de soma das
potênias e soma das orrentes. Uma vez que essa dedução alternativa não é onveniente
nas análises propostas para om o teorema do ponto xo para ontrações, optou-se por
não apresentá-las no texto om a ressalva de sua existênia.
Por m, assumindo-se Ψsp : R → R uma ontração (em R), om onstante de
ontração c¯, as desigualdades abaixo podem ser provadas
∣∣∣∣E∝ − E(k)sp ∣∣∣∣ ≤ c¯k1− c¯ ∣∣∣∣Ψ(0)sp −E(0)sp ∣∣∣∣ (5.81)
∣∣∣∣E∝ − E(k)sp ∣∣∣∣ ≤ c¯1− c¯ ∣∣∣∣E(k)sp −E(k−1)sp ∣∣∣∣ (5.82)
sendo ambas de valia para avaliação do valor do desvio entre a solução do uxo de arga
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e um estado obtido em uma determinada iteração do algoritmo.
5.5 Conlusões do Capítulo
Neste apítulo apresentaram-se diversas análises matemátias de onvergênia dos mé-
todos de soma das orrentes e soma das potênias para o álulo do uxo de arga em
redes radiais de distribuição. Deduziram-se fórmulas fehadas para as regras de atualiza-
ção bem omo para as taxas de onvergênia de ambos os métodos. Como subproduto
das deduções, obteve-se também a fórmula para os elementos da matriz impedânia de
barra de uma rede de distribuição radial. Uma das onlusões obtidas nas análises é
que o método de soma das orrentes sempre onverge para a solução estável do uxo de
arga (quando esta existe), independentemente da solução iniial esolhida. Em adição,
o algoritmo nuna onverge para um ponto de operação não-viável. Outro resultado de
apliação evidente é a onstrução de limitantes entre o desvio da solução do uxo de arga
para om um estado obtido em determinado ponto do proesso iterativo. Este limitante
é dado por uma função dos parâmetros de rede, argas e de estados do proesso iterativo
já visitados. Com a utilização desses limitantes, pode-se estipular um (ou patamares) de
níveis mínimos de preisão desejados para om a solução do problema. Esse tipo de nive-
lamento tem apliação em estudos nos quais são neessários repetidos álulos de uxo
de arga, na redução do tempo omputaional da realização desses estudos. Ainda, esses
limitantes podem ter aproximação melhorada por meio do apropriado estudo da região
de onvergênia.
Também omo ontribuição, demonstrou-se analitiamente a onvergênia do método
de soma das orrentes em redes radiais de distribuição. Em adição, deduziu-se uma região
de onvergênia na qual a solução do problema de uxo de arga existe e é únia, aso
da existênia dessa região. Formalizações matemátias para om a existênia e uniidade
da solução do uxo de arga têm grande importânia na análise de redes de distribuição.
Garantidas essas propriedades, provam-se que apliações endossadas por estudos de uxo
de arga devem onduzir ao ponto de operação obtido na prátia, onsiderando é laro as
inertezas nos dados e das argas.
Obteve-se também uma prova analítia da dependênia das araterístias de on-
vergênia dos métodos de soma das orrentes e soma das potênias, para om o arrega-
mento do alimentador. De fato, embora esse fenmeno tenha sido anteipado por R. P.
Broadwater em disussão ao artigo no qual se formulou o método de soma das orrentes,
em sua expliação para o fenmeno o autor arma que para redes densamente arregadas
o algoritmo de soma das orrentes diverge em função da solução iniial esolhida se situar
fora da região de onvergênia. A veraidade dessa armação não foi evideniada nas
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análises desenvolvidas, fazendo-se neessário destaar que oneitualmente a região de
onvergênia deduzida de fato diminui om a elevação do arregamento do alimentador.
Similarmente ao desenvolvido para o método de soma das orrentes, obteve-se pro-
priedades e araterístias de onvergênia do método de soma das potênias. Embora a
prova apresentada tenha utilizado de uma aproximação para as perdas elétrias para
simpliar as deduções, indiou-se o proedimento neessário para uma prova formal
da onvergênia. Todas as desigualdades deduzidas no desenvolvimento dos resultados
matemátios se mantiveram satisfeitas nas simulações realizadas, a despeito dessa apro-
ximação.
Finalmente, destaa-se que a análise de onvergênia dos métodos de uxo de arga
utilizados para redes de distribuição radiais é um tema pouo abordado na literatura.
Neste apítulo, apresentaram-se análises de onvergênia desonsiderando a presença dos
variados omponentes inlusos em um sistema de distribuição (disjuntores, reguladores, a-
paitores automátios, geradores distribuídos, et.) e para argas modeladas por potênias
onstantes. O autor assim busou dar um passo iniial nessa linha de pesquisa om foo
na formalização e dedução das regras gerais de atualização dos métodos, bem omo na
utilização do teorema do ponto xo para ontrações, sendo que diversas generalizações
ainda se fazem em aberto para o problema.
Capítulo 6
Simulações e Resultados
Este apítulo apresenta simulações e resultados numérios para as abordagens e aná-
lises desenvolvidas nos apítulos anteriores. Destaa-se que todas as metodologias imple-
mentadas foram testadas de forma intensiva om redes de distribuição obtidas na litera-
tura, assim omo redes de distribuição reais de uma onessionária loal. Realizaram-se
tais implementações no ambiente de omputação ientía MATLAB utilizando-se de um
omputador portátil TOSHIBA Satellite (1,66 GHz, Core Duo). A menos que espei-
ado o ontrário, adotou-se omo solução iniial o perl plano de tensões, Fator de Carga
unitário, fatores de aeleração unitários, tape unitário na subestação, tolerânia de 10−6,
e uma mesma ordenação na qual os nós são visitados pelos métodos de varredura.
O apítulo está organizado omo segue. Na seção 6.1, avalia-se a eiênia do Método
de Soma das Potênias om Rotações perante os métodos lássios de varredura abordados
na dissertação. Na seção 6.2, apresentam-se resultados numérios obtidos om a simulação
de redes de distribuição fraamente malhadas. Finalmente, na seção 6.3, analisam-se as
araterístias de onvergênia do método de soma das orrentes bem omo do método
de soma das potênias.
6.1 Avaliação do Método de Soma das Potênias om
Rotações
Esta seção apresenta simulações envolvendo análises omparativas dos métodos lás-
sios de varredura para om o proposto Método de Soma das Potênias om Rotações.
Previamente à realização dessas análises, busaram-se sem suesso, em revisão bibliográ-
a, omparações entre os métodos lássios de varredura. Proedeu-se assim om tais
omparações, de maneira a estabeleer se a ténia de rotações deveria ser inlusa à
abordagem base, ou à versão modiada do método de soma das potênias.
Capítulo 6. Simulações e Resultados 80
6.1.1 Justiativa para a Utilização da Equação Biquadrada de
Atualização de Tensões
Em uma primeira avaliação, observou-se poua diferença entre a robustez e desem-
penho dos métodos lássios de varredura, os quais apresentaram onvergênia para todas
as redes radiais de distribuição utilizadas nas simulações. Como exemplo, dados e solução
para uma rede radial de 12 nós (11 nós mais o nó 0 da subestação) obtida em (DAS; NAGI;
KOTHARI, 1994) são apresentados na Tabela 6.1.
Tabela 6.1: Solução para uma rede radial sem ramais laterais obtida em (DAS; NAGI;
KOTHARI, 1994), om E0 = 12, 660∠0
◦
kV e apenas dois tipos de abos instalados
Nós θi Vi ri xi Pi Qi ||ILi || LPi LQi
ui i (rad).10
−3
(p.u.) (Ω) (Ω) (kW) (kvar) (A) (kW) (kvar)
0 1 1,523 0,9958 1,090 0,455 60,000 60,000 48,152 2,527 1,055
1 2 2,921 0,9918 1,180 0,494 40,000 30,000 41,428 2,025 0,848
2 3 5,271 0,9855 2,100 0,873 55,000 55,000 37,465 2,948 1,225
3 4 8,224 0,9775 3,190 1,329 30,000 30,000 31,236 3,112 1,297
4 5 9,117 0,9750 1,090 0,455 20,000 15,000 27,811 0,843 0,352
5 6 9,898 0,9730 1,000 0,417 55,000 55,000 25,796 0,665 0,277
6 7 13,157 0,9667 4,400 1,215 45,000 45,000 19,487 1,671 0,461
7 8 16,120 0,9607 5,640 1,597 40,000 40,000 14,295 1,153 0,326
8 9 17,090 0,9586 2,890 0,818 35,000 30,000 9,658 0,270 0,076
9 10 17,391 0,9580 1,510 0,428 40,000 30,000 5,860 0,052 0,015
10 11 17,482 0,9578 1,240 0,351 15,000 15,000 1,749 0,004 0,001
Entretanto, uma vez demonstrada a dependênia da onvergênia dos métodos lássi-
os para om o arregamento das redes, testaram-se os mesmos om redes reais obtidas
na literatura a 95% do arregamento limite. Os resultados obtidos nesse estudo estão
mostrados na Tabela 6.2 em termos do número de iterações neessárias para a onvergên-
ia.











(DAS; NAGI; KOTHARI, 1994) 11 6,65 23 17 12
(DAS; NAGI; KOTHARI, 1994) 27 3,35 28 21 14




Método de Soma das Correntes,
‡
Método de Soma das Potênias,
§
Método de
Soma das Potênias Modiado.
Realizou-se um estudo similar para redes radiais obtidas om a onessionária loal.
Diagramas em oordenadas geográas dessas redes são mostradas nas guras 6.1, 6.2 e
6.3, enquanto os resultados obtidos nas simulações são apresentados na Tabela 6.3.
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Figura 6.1: Diagrama de um alimentador real de 79 nós (ICO10).
Figura 6.2: Diagrama de um alimentador real de 237 nós (CSQ01).
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Figura 6.3: Diagrama de um alimentador real de 490 nós (BCU01).











ICO10 78 1,40 14 10 7
CQS01 236 5,81 18 12 9




Método de Soma das Correntes,
‡
Método de Soma das Potênias,
§
Método de
Soma das Potênias Modiado.
Veriou-se nas simulações que, para os métodos de varredura, a abordagem de se
aumular argas se mostrou vantajosa perante a abordagem de se aumular orrentes. Em
adição, o método de soma das potênias modiado se fez mais eiente que o método de
soma das potênias base. Tal difereniação se deve à utilização da equação biquadrada
de atualização de tensões na varredura em avanço, da subestação em direção aos nós
nais, pelo método de soma das potênias modiado. Salienta-se por m que resultados
análogos foram obtidos em termos do tempo de proessamento de ada simulação.
Ademais, notou-se que o número de iterações obtido om as redes da onessionária
foi inferior ao mesmo obtido om as redes da literatura (diferentemente do tempo de
proessamento). Este fato evidenia que a dependênia da onvergênia para om o
arregamento não é função únia do número de nós de rede. De fato, essa dependênia
está relaionada também om a disposição de argas e impedânias de linha, omo pode
ser examinado nas fórmulas das taxas de onvergênia dos métodos.
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Dado que diferenças entre as araterístias de onvergênia dos métodos se eviden-
iaram na simulação de redes om elevado arregamento, avaliou-se também o número
de iterações e tempo de proessamento utilizados pelos métodos quando da variação do
Fator de Carga (FC) das redes. Os resultados dessas simulações são ilustrados nas guras
6.4 e 6.5 para a rede radial de 12 nós ujos dados estão dispostos na Tabela 6.1.






















Método de Soma das Correntes
Método de Soma das Potências
Método de Soma das Potências Modificado
Figura 6.4: Análise omparativa dos métodos lássios de varredura em termos do número
de iterações para uma rede radial de 12 nós.























Método de Soma das Correntes
Método de Soma das Potências
Método de Soma das Potências Modificado
Figura 6.5: Análise omparativa dos métodos lássios de varredura em termos do tempo
de simulação para uma rede radial de 12 nós.
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Novamente, evidenia-se que a utilização da equação biquadrada de atualização de
tensões melhora as araterístias de onvergênia do método de soma das potênias.
Em função desse resultado, optou-se por onstruir a variação proposta onsiderando a
utilização dessa equação.
6.1.2 Avaliação Comparativa de Eiênia entre Abordagens
Estabeleido o m de investigar a eiênia da abordagem proposta, os métodos de
soma das potênias modiado e om rotações foram testados em análises omparativas
om diversas redes de distribuição. Uma vez que dados de linha são geralmente fornei-
dos em termos de impedânias para as redes obtidas na literatura, ategorizaram-se os
abos de aordo om a relação
r/x das linhas de distribuição. Para o aso das redes da
onessionária loal, informações de abo e distânia entre nós foram diretamente disponi-
bilizadas em uma base de dados.
Como ilustração, apresenta-se na Figura 6.6 uma rede radial obtida em (BARAN; WU,








































































Figura 6.6: Rede de distribuição radial de 70 nós obtida em (BARAN; WU, 1989b) om
difereniação de abos evideniada.
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A rede é onstituída por n = 69 nós de arga, 12 pontos de troa de abo, Nrot = 11
pontos de rotação de uxo de arga, omo também ϑ = 34 nós de arga pertenentes
às subredes nais (a menos da primeira barra de arga). Veria-se assim que a relação
(3.25) é atendida om folga para essa rede omo segue
Nrot < (0, 75n− 0, 25) = (51, 75− 0, 25) = 51, 50 (6.1)
garantindo que o método proposto se mostrará vantajoso em termos de tempo omputa-
ional, quando omparado ao método de soma das potênias modiado.
As tabelas 6.4 e 6.5 mostram os resultados obtidos om a simulação dos métodos
de soma das potênias modiado e om rotações para as redes obtidas na literatura
e om a onessionária loal, respetivamente. Evideniam-se nas tabelas o número de
nós de arga das redes (n), número de nós de arga pertenentes às subredes nais (a
menos do primeiro nó de arga) (ϑ), o número de rotações de uxo por iteração do
método proposto (Nrot), o número de iterações neessárias para a onvergênia de ambos
os métodos (Niter), o tempo de simulação de ada método, assim omo a eonomia de
tempo obtida pela abordagem proposta. Para o aso das redes obtidas na literatura, os
dados de arga foram forneidos sob o modelo de potênias onstantes. Para o aso das
redes da onessionária loal, onsiderou-se o modelo de arga polinomial om parâmetros
σPi = σQi = 0, 3, βPi = βQi = 0, 1, γPi = γQi = 0, 6, para todos os nós de arga.
Tabela 6.4: Análise omparativa do método proposto om o método de soma das potênias
modiado para redes obtidas na literatura
Tempo de sim. (ms) Eonomia






(DAS; NAGI; KOTHARI, 1994) 11 4 1 3 30,445 25,496 16,26
(DAS; NAGI; KOTHARI, 1994) 27 17 5 4 31,962 26,866 15,94
(BARAN; WU, 1989b) 69 34 12 4 33,069 27,894 15,65
§
Método de Soma das Potênias Modiado,
♮
Método de Soma das Potênias om Rotações
Tabela 6.5: Análise omparativa do método proposto om o método de soma das potênias
modiado para redes de uma onessionária loal
Tempo de sim. (ms) Eonomia






ICO10 78 23 6 6 34,460 26,988 21,68
CQS01 236 117 77 4 38,500 31,881 17,19
BCU01 489 312 116 6 56,230 46,301 17,66
§
Método de Soma das Potênias Modiado,
♮
Método de Soma das Potênias om Rotações
Veriou-se pelos resultados que Método de Soma das Potênias om Rotações apre-
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sentou desempenho superior ao método de soma das potênias modiado em todas as
simulações realizadas. De fato, todas as redes satisfazem om folga a relação denida em
(3.25), garantindo analitiamente esse resultado. Em partiular, para as redes obtidas
na literatura, obteve-se uma maior eonomia de tempo om a rede de 12 nós, na qual se
fez neessária apenas uma rotação de uxo de arga por iteração pelo método proposto.
Similarmente, para as redes da onessionária loal, obteve-se uma maior eonomia de
tempo om o alimentador ICO10, o qual possui pouos pontos de rotação de uxo de
arga.
Em adição, destaa-se que onforme esperado, os estados de tensão obtidos em ada
iteração por ambos os métodos se zeram idêntios, resultando em um número também
idêntio de iterações para a onvergênia dos mesmos. Finalmente, salienta-se que não
se veriou em simulação perda de qualidade da solução om a apliação das rotações
de uxo de arga. O Método de Soma das Potênias om Rotações se mostrou assim
uma abordagem om adequada araterístia de onvergênia e desempenho superior aos
métodos lássios de varredura.
6.2 Análise de Redes de Distribuição Fraamente Ma-
lhadas
Esta seção apresenta simulações de uxo de arga para redes de distribuição fraa-
mente malhadas, na presença de banos de apaitores xo e ontroláveis, reguladores de
tensão, e geradores distribuídos om ontrole de tensão. Apresenta-se também um es-
tudo relaionado à onvergênia do algoritmo, om foo no efeito da esolha de diferentes
pontos de seionamento tíio de linha.
6.2.1 Rede de Distribuição de 28 nós
Considere a rede de distribuição radial de 28 nós e tensão base na subestação de 11,000
kV, obtida em (DAS; NAGI; KOTHARI, 1994). Sob um Fator de Carga unitário, essa rede
possui 68, 819 kW e 46, 042 kvar de perdas elétrias nas linhas, e tensão mínima de 0,9154
p.u. no nó 27. Os dados e solução do uxo de arga para a rede estão mostrados na
Tabela 6.6.
Adiionando-se omponentes à rede, desenvolveram-se estudos de aso om o m de
validar a metodologia implementada. Tais modiações são ilustradas na Figura 6.7,
enquanto a desrição dos estudos é apresentada na seqüênia. Os estados de tensão resul-
tantes de ada estudo estão mostrados nas tabelas 6.7 e 6.8, omprovando o atendimento
das restrições operaionais de ada aso.
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Tabela 6.6: Solução para uma rede radial obtida em (DAS; NAGI; KOTHARI, 1994) om
E0 = 11, 000∠0
o
kV
Nós θi Vi ri xi Pi Qi ||ILi || LPi LQi
ui i (rad).10
−3
(p.u.) (Ω) (Ω) (kW) (kvar) (A) (kW) (kvar)
0 1 2,548 0,9862 1,197 0,820 35,280 35,993 106,216 13,504 9,251
1 2 6,314 0,9665 1,796 1,231 14,000 14,283 101,571 18,529 12,700
2 3 9,096 0,9524 1,306 0,895 35,280 35,993 99,690 12,979 8,895
3 4 11,960 0,9382 1,851 1,268 14,000 14,283 70,696 9,251 6,337
4 5 14,142 0,9277 1,524 1,044 35,280 35,993 63,868 6,217 4,259
5 6 16,078 0,9185 1,905 1,305 35,280 35,993 44,512 3,774 2,586
6 7 16,605 0,9160 1,197 0,820 35,280 35,993 18,983 0,431 0,295
7 8 16,666 0,9158 0,653 0,447 14,000 14,283 3,972 0,010 0,007
8 9 16,719 0,9155 1,143 0,783 14,000 14,283 1,986 0,005 0,003
3 10 11,851 0,9462 2,823 1,172 56,000 57,131 24,183 1,651 0,685
10 11 12,645 0,9444 1,184 0,491 35,280 35,993 16,496 0,322 0,134
11 12 13,121 0,9433 1,002 0,416 35,280 35,993 11,645 0,136 0,056
12 13 13,247 0,9431 0,455 0,189 14,000 14,283 6,788 0,021 0,009
13 14 13,355 0,9428 0,546 0,227 35,280 35,993 4,860 0,013 0,005
4 15 12,472 0,9371 2,550 1,058 35,280 35,993 4,890 0,061 0,025
5 16 14,957 0,9259 1,366 0,567 8,960 9,141 14,418 0,284 0,118
16 17 15,404 0,9249 0,819 0,340 8,960 9,141 13,161 0,142 0,059
17 18 16,171 0,9232 1,548 0,642 35,280 35,993 11,903 0,219 0,091
18 19 16,567 0,9224 1,366 0,567 35,280 35,993 6,940 0,066 0,027
19 20 16,859 0,9217 3,552 1,474 14,000 14,283 1,973 0,014 0,006
6 21 17,409 0,9156 1,548 0,642 35,280 35,993 20,540 0,653 0,271
21 22 18,122 0,9141 1,092 0,453 8,960 9,141 15,536 0,264 0,109
22 23 18,668 0,9129 0,910 0,378 56,000 57,131 14,263 0,185 0,077
23 24 18,789 0,9126 0,455 0,189 8,960 9,141 6,296 0,018 0,007
24 25 18,866 0,9125 0,364 0,151 35,280 35,993 5,021 0,009 0,004
7 26 16,835 0,9155 0,546 0,226 35,280 35,993 10,010 0,055 0,023
26 27 16,893 0,9154 0,273 0,113 35,280 35,993 5,005 0,007 0,003
Caso A. Rede radial original onsiderando a inlusão no nó 3 de um regulador de tensão
de 16 degraus om yps = 5, 102− j3, 267 S (CELG, 2005), ompensador de queda de
tensão de linha om impedânia de
1 0, 993+ j0, 254 Ω ajustada para a regulação de
tensão no nó 11, e tensão de referênia de 0,9700 p.u.;
Análise. Conforme esperado, as tensões se elevaram om a instalação do regulador
de tensão no iníio do alimentador. Obteve-se omo tensão de saída do regu-
lador 0,9785 p.u. sob o tape de 1,0250, assim omo uma tensão de 0,9707 p.u.
no nó 11, valor próximo à tensão de referênia. Ademais, a elevação da tensão
reduziu as perdas totais nas linhas para 64, 620 kW e 43, 175 kvar. O algoritmo
onvergiu em 5 iterações om tempo de simulação de 50,471 ms.
1
Valor espeiado adotando omo referênia a orrente que passa entre os terminais do regulador,
assim omo o realizado em (LUO; SEMLYEN, 1990).
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Figura 6.7: Modiações realizadas em uma rede radial de 28 nós obtida em (DAS; NAGI;
KOTHARI, 1994).
Caso B. Rede radial original onsiderando a inlusão de geradores distribuídos nos nós
20 e 27. O gerador do nó 20 deve forneer 500 kW à rede primária sob uma tensão de
1,0200 p.u., enquanto o gerador do nó 27 deve forneer 400 kW à rede primária sob
uma tensão de 1,0000 p.u.. Os limites de geração de potênia reativa dos geradores
20 e 27 são de 350 kvar e 200 kvar (HAQUE, 2000), respetivamente;
Análise. Veriou-se no estudo que as espeiações de tensão terminal nos nós dos
geradores distribuídos foram orretamente atendidas. A aloação dos geradores
distribuídos reduziu onsideravelmente as perdas nas linhas para 38, 791 kW e
23, 089 kvar. Como solução, 105,833 kvar e 39,383 kvar são forneidos à rede
primária pelos geradores 20 e 27, respetivamente. O algoritmo onvergiu em
5 iterações om tempo de simulação de 53,232 ms.
Caso C. Rede radial original onsiderando a inlusão no nó 3 de um regulador de tensão
de 16 degraus om yps = 5, 102 − j3, 267 S (CELG, 2005), ompensador de queda
de tensão de linha om impedânia de 0, 529 + j2, 159 Ω ajustada para a regulação
de tensão no nó 11, e tensão de referênia de 0,9950 p.u.. Inluem-se também os
mesmos geradores do Caso B, agora om tensões espeiadas em 1,0300 p.u. e
1,0150 p.u. nos nós 20 e 27, respetivamente;
Análise. A instalação do regulador de tensão resultou em elevação do perl de
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Tabela 6.7: Solução para estudos de aso realizados em uma rede radial de 28 nós
Caso A Caso B Caso C
Nós θi Vi θi Vi θi Vi
ui i (rad).10
−3
(p.u.) (rad).10−3 (p.u.) (rad).10−3 (p.u.)
0 1 2,498 0,9868 7,127 0,9966 7,036 0,9967
1 2 6,143 0,9680 17,712 0,9924 17,481 0,9927
2 3 8,860 0,9546 25,432 0,9898 25,096 0,9902
3 3' 8,860 0,9785 - - 25,096 1,0026
3 4 11,496 0,9647 35,386 0,9916 34,653 1,0046
4 5 13,516 0,9545 43,344 0,9943 42,291 1,0073
5 6 15,310 0,9456 49,834 0,9941 47,022 1,0082
6 7 15,805 0,9432 53,324 0,9971 49,412 1,0118
7 8 15,862 0,9429 53,375 0,9968 49,462 1,0116
8 9 15,912 0,9427 53,420 0,9966 49,505 1,0114
3 10 11,436 0,9724 27,951 0,9838 27,551 0,9967
10 11 12,186 0,9707 28,683 0,9821 28,265 0,9952
11 12 12,635 0,9697 29,122 0,9811 28,692 0,9940
12 13 12,754 0,9694 29,239 0,9808 28,806 0,9938
13 14 12,857 0,9692 29,339 0,9806 28,903 0,9935
4 15 11,979 0,9636 35,843 0,9906 35,099 1,0035
5 16 14,283 0,9527 44,744 0,9976 44,697 1,0101
16 17 14,704 0,9518 45,540 0,9996 46,094 1,0119
17 18 15,426 0,9502 46,971 1,0037 48,661 1,0154
18 19 15,799 0,9493 47,984 1,0078 50,677 1,0190
19 20 16,074 0,9487 49,992 1,0200 55,310 1,0300
6 21 16,558 0,9428 50,964 0,9915 48,120 1,0056
21 22 17,228 0,9413 51,570 0,9900 48,710 1,0042
22 23 17,742 0,9401 52,034 0,9890 49,161 1,0031
23 24 17,856 0,9399 52,137 0,9887 49,261 1,0029
24 25 17,929 0,9397 52,203 0,9886 49,325 1,0028
7 26 16,022 0,9427 54,281 0,9989 49,886 1,0139
26 27 16,076 0,9426 54,709 1,0000 50,075 1,0150
tensão da rede. Obteve-se omo tensão de saída do regulador 1,0026 p.u. sob
um tape de 1,0150, assim omo uma tensão de 0,9952 p.u. no nó 11, valor
próximo à tensão de referênia. Veriou-se no estudo que as espeiações de
tensão terminal nos nós dos geradores distribuídos foram orretamente aten-
didas. Um total de 142,338 kvar e 12,377 kvar são forneidos à rede primária
pelos geradores 20 e 27, respetivamente, enquanto as perdas totais nas linhas
foram reduzidas para 36, 865 kW e 21, 838 kvar. O algoritmo onvergiu em 6
iterações om tempo de simulação de 59,243 ms.
Caso D. Rede fraamente malhada obtida om a inlusão de uma have de ligação (NF)
entre os nós 14 e 25 om impedânia de
2 2, 000 + j2, 000 Ω;
2
Valor de impedânia da have de ligação obtido em (BARAN; WU, 1989b).
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Análise. Veriou-se também que a inlusão da have de ligação elevou o perl de
tensões da rede, reduzindo as perdas ténias para 64, 119 kW e 41, 917 kvar.
Em destaque, apresenta-se na Tabela 6.8 a tensão no nó auxiliar 25', riado no
proesso de seionamento tíio de rede. Conforme esperado, a tensão no nó
25' se igualou à tensão no nó 25, araterizando o orreto funionamento da
modelagem. O algoritmo onvergiu em 5 iterações om tempo de simulação de
56,769 ms.
Tabela 6.8: Solução para estudos de aso realizados em uma rede fraamente malhada de
28 nós, inluido-se o nó tíio 25'
Caso D Caso E Caso F
Nós θi Vi θi Vi θi Vi
ui i (rad).10
−3
(p.u.) (rad).10−3 (p.u.) (rad).10−3 (p.u.)
0 1 2,470 0,9863 2,241 0,9877 6,707 0,9969
1 2 6,076 0,9666 5,494 0,9701 16,651 0,9933
2 3 8,768 0,9526 7,907 0,9576 23,893 0,9909
3 4 11,834 0,9419 10,629 0,9480 33,307 0,9922
4 5 14,191 0,9342 12,712 0,9412 40,833 0,9944
5 6 16,368 0,9285 14,629 0,9362 46,734 0,9937
6 7 16,881 0,9261 15,079 0,9340 49,757 0,9969
7 8 16,940 0,9258 15,130 0,9338 49,808 0,9967
8 9 16,992 0,9256 15,176 0,9335 49,852 0,9965
3 10 12,050 0,9419 10,849 0,9480 25,901 0,9864
10 11 13,097 0,9383 11,781 0,9448 26,414 0,9852
11 12 13,790 0,9356 12,395 0,9424 26,667 0,9847
12 13 14,015 0,9346 12,594 0,9415 26,700 0,9846
13 14 14,241 0,9335 12,794 0,9405 26,699 0,9847
4 15 12,340 0,9408 11,086 0,9470 33,763 0,9912
5 16 14,992 0,9324 13,420 0,9396 42,278 0,9977
16 17 15,432 0,9314 13,808 0,9387 43,101 0,9997
17 18 16,185 0,9298 14,473 0,9373 44,582 1,0037
18 19 16,574 0,9289 14,815 0,9365 45,639 1,0078
19 20 16,862 0,9283 15,069 0,9360 47,763 1,0200
6 21 17,333 0,9281 15,479 0,9358 48,142 0,9903
21 22 17,791 0,9283 15,883 0,9360 48,947 0,9883
22 23 18,125 0,9286 16,179 0,9362 49,578 0,9868
23 24 18,144 0,9291 16,196 0,9366 49,764 0,9863
24 25 13,078 0,9295 11,773 0,9370 26,741 0,9860
7 26 17,106 0,9256 15,276 0,9336 50,500 0,9989
26 27 17,162 0,9255 15,325 0,9335 50,822 1,0000
14 25' 13,078 0,9295 11,773 0,9370 26,741 0,9860
Caso E. Rede fraamente malhada do Caso D onsiderando que as argas são variáveis
om a tensão de forneimento. Espeiando-se as potênias Pi e Qi dadas na
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Tabela 6.6 omo argas sob tensão nominal, adotou-se o modelo ombinado om
parâmetros σPi = σQi = 0, 1, βPi = βQi = 0, 1, γPi = γQi = 0, 7, ǫPi = ǫQi =
0, 1, ηPi = ηQi = 2, 1, para todas os nós de arga. Trata-se de um modelo de arga
om predminânia de impedânias onstantes, utilizado em simulações de redes
reais omo em (ISSICABA, 2007);
Análise. Uma vez que a potênia requerida por ada onsumidor é menor que a
respetiva arga nominal do mesmo neste aso, reduziu-se a queda de tensão
nas linhas. Desta forma, elevou-se o perl de tensão da rede assim omo
reduziram-se as perdas elétrias para 51, 248 kW e 33, 507 kvar. Observa-
se também a igualdade entre as tensões dos nós 25 e 25', apontando para
o adequado funionamento do algoritmo. Salienta-se por m o aumento do
número de iterações para 7, sob tempo de simulação de 63,342 ms.
Caso F. Rede fraamente malhada do Caso D inluindo-se os geradores distribuídos do
Caso B, om tensões espeiadas em 1,0200 p.u. e 1,0000 p.u. nos nós 20 e 27,
respetivamente.
Análise. Veriou-se o atendimento das espeiações de tensão nos nós terminais
dos geradores, sob produção de 101,864 kvar e 86,298 kvar nos nós 20 e 27,
respetivamente. A tensão no ponto de seionamento onvergiu adequada-
mente e as perdas resultantes foram de 35, 436 kW e 20, 851 kvar, valor inferior
ao obtido no Caso C. O algoritmo onvergiu em 7 iterações om tempo de
simulação de 62,265 ms.
6.2.2 Rede de Distribuição de 70 nós
Considere a rede de distribuição fraamente malhada de 70 nós e tensão base na
subestação de 12,660 kV obtida em (BARAN; WU, 1989b), ujo diagrama é mostrado na
Figura 6.8. Similarmente à subseção anterior, realizaram-se estudos de aso na rede para
a validação da abordagem implementada. A desrição dos estudos de aso é apresentada
a seguir, enquanto os estados de tensão obtidos são mostrados na Tabela 6.9.
Caso G. Rede original fraamente malhada;
Análise. Observou-se que a despeito da existênia de vários laços na rede, o algo-
ritmo onvergiu eientemente em 7 iterações sob um tempo de simulação de
64,646 ms. Na tabela de resultados, as tensões nos nós auxiliares se igualaram
às tensões nos equivalentes nós de rede. As perdas elétrias obtidas foram de
192, 686 kW e 119, 512 kvar.
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Figura 6.8: Diagrama da rede de distribuição fraamente malhada de 70 nós obtida em
(BARAN; WU, 1989b).
Caso H. Rede original fraamente malhada representando o efeito apaitivo das linhas
3
;
Análise. Conforme esperado, veriou-se a elevação do perl de tensão da rede.
Por onseqüênia, as perdas elétrias reduziram-se para 184, 388 kW e 112, 943
kvar. O número de iterações neessárias para a onvergênia aumentou para
8, similarmente ao Caso E na seção anterior. A simulação durou 67,925 ms.
Caso I. Rede original fraamente malhada om a instalação de banos de apaitores
automátios nos nós 35 e 68. Os banos têm a apaidade de forneer 0 kvar, 100
kvar, 200 kvar, e 300 kvar, dependendo do tape seleionado. O apaitor do nó 35
é ontrolado por tensão dado omo referênia a tensão de 1,0000 p.u. O apaitor
do nó 68 é ontrolado por orrente visando mantê-la próxima a 40 A.
Análise. Veriou-se que a aloação de banos de apaitores automátios nos
nós elevou onsideravelmente o perl de tensão da rede, reduzindo as perdas
elétrias para 67, 666 kW e 70, 263 kvar. Um total de 100 kvar e 300 kvar
são forneidos à rede pelos banos dos nós 35 e 68, respetivamente. Obteve-
3
Uma vez que nos dados de rede não são forneidos os parâmetros em derivação das linhas, adotou-se
o proedimento utilizado por (HAQUE, 2000) na mesma rede, no qual se assumiu omo suseptânia de






, ∀i = 1, . . . , 69, para os estudos.
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Tabela 6.9: Solução para estudos de aso realizados em uma rede fraamente malhada de
70 nós
Caso G Caso H Caso I
Nós θi Vi θi Vi θi Vi
ui i (rad).10
−3
(p.u.) (rad).10−3 (p.u.) (rad).10−3 (p.u.)
0 1 -0,020 1,0000 -0,030 1,0000 -0,022 1,0000
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
10 11 1,456 0,9870 0,780 0,9908 1,232 0,9879
11 12 2,000 0,9846 0,247 0,9889 1,760 0,9856
12 13 2,280 0,9828 -0,198 0,9875 2,017 0,9839
13 14 2,387 0,9825 -0,415 0,9877 2,099 0,9838
14 15 2,476 0,9823 -0,651 0,9879 2,162 0,9837
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
20 21 0,860 0,9791 -2,468 0,9845 0,636 0,9803
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
26 27 3,591 0,9753 -1,154 0,9802 3,472 0,9763
2 28 -0,045 0,9999 0,042 0,9999 -0,050 0,9999
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
34 35 0,184 0,9989 60,118 1,0100 -2,883 1,0001
4 36 -0,784 0,9993 -0,786 0,9995 -0,771 0,9993
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
38 39 -10,052 0,9854 -12,645 0,9882 -9,986 0,9856
8 40 0,743 0,9911 2,100 0,9931 0,695 0,9915
40 41 0,747 0,9911 2,101 0,9931 0,698 0,9915
9 42 1,082 0,9901 3,159 0,9922 1,034 0,9905
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
47 48 -11,337 0,9796 -15,937 0,9833 -11,285 0,9800
48 49 8,611 0,9756 22,923 0,9795 8,639 0,9760
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
53 54 1,602 0,9707 -4,331 0,9753 1,510 0,9714
11 55 1,475 0,9869 0,634 0,9907 1,251 0,9878
55 56 1,476 0,9869 0,632 0,9907 1,252 0,9878
12 57 2,102 0,9843 -0,249 0,9888 1,862 0,9852
57 58 2,103 0,9843 -0,250 0,9888 1,863 0,9852
3 59 -0,076 0,9999 -0,132 1,0000 -0,089 0,9999
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
65 66 1,407 0,9906 2,105 0,9955 1,201 0,9924
66 67 -2,758 0,9905 -9,791 0,9955 -5,350 0,9923
67 68 -2,969 0,9900 -10,442 0,9953 -5,774 0,9920
68 69 4,540 0,9899 3,918 0,9953 4,317 0,9920
11 66' 1,407 0,9906 2,105 0,9955 1,201 0,9924
13 21' 0,860 0,9791 -2,468 0,9845 0,636 0,9803
15 69' 4,540 0,9899 3,918 0,9953 4,317 0,9920
27 54' 1,602 0,9707 -4,331 0,9753 1,510 0,9714
39 48' -11,337 0,9796 -15,937 0,9833 -11,285 0,9800
se omo resultados 39,220 A e 1,0001 p.u., para a orrente na linha 67-68 e
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a tensão no nó 35, respetivamente, grandezas estas que atendem os valores
espeiados. O algoritmo onvergiu em 8 iterações sob um tempo de simulação
de 66,375 ms.
6.2.3 Esolha dos Pontos de Seionamento Fitíio de Linha
Nesta seção, disute-se o efeito da esolha de diferentes pontos de seionamento -
tíio de linha na onvergênia do método. Destaa-se que a implementação desenvolvida
permite tanto a esolha individual desses pontos, omo também o seionamento au-
tomátio de redes por meio do Algoritmo 7. Proedeu-se então om diversos testes ujas
análises podem ser ilustradas no estudo a seguir para a rede de 12 nós da Tabela 6.1,
inluindo-se na mesma uma linha de ligação de 1, 510 + j0, 428 Ω entre os nós 3 e 11. A
solução do uxo de arga para essa rede está mostrada na Tabela 6.10.
Tabela 6.10: Solução para uma rede fraamente malhada de 11 nós
Nós θi Vi Pi Qi ||ILi || LPi LQi Puii Quii
ui i (rad).10
−3
(p.u.) (kW) (kW) (A) (kW) (kvar) (kW) (kvar)
0 1 1,999 0,9944 60,000 60,000 55,247 3,327 1,389 448,304 410,296
1 2 3,841 0,9892 40,000 30,000 47,498 2,662 1,114 384,977 348,907
2 3 6,928 0,9809 55,000 55,000 42,926 3,869 1,609 342,314 317,793
3 4 9,252 0,9753 30,000 30,000 19,392 1,200 0,500 148,653 147,252
4 5 9,893 0,9737 20,000 15,000 15,437 0,260 0,108 117,454 116,752
5 6 10,425 0,9725 55,000 55,000 13,130 0,172 0,072 97,194 101,644
6 7 11,766 0,9705 45,000 45,000 5,864 0,151 0,042 42,022 46,572
7 8 11,886 0,9706 40,000 40,000 0,326 0,001 0,000 -3,130 1,530
8 9 11,219 0,9719 35,000 30,000 5,413 0,085 0,024 -43,130 -38,470
9 10 10,607 0,9732 40,000 30,000 9,724 0,143 0,040 -78,215 -68,494
10 11 9,902 0,9747 15,000 15,000 14,386 0,257 0,073 -118,358 -98,534
3 11 9,809 0,9747 0,000 0,000 16,357 1,177 0,325 134,792 113,932
A Tabela 6.11 apresenta os resultados obtidos em simulações, nas quais distintos pon-
tos de seionamento tíio de linha são esolhidos para essa rede.
Tabela 6.11: Análise de onvergênia para diferentes pontos de seionamento tíio de
linha
Ponto de se. Num. de Tempo de sim. Ponto de se. Num. de Tempo de sim.
de linha iterações (ms) de linha iterações (ms)
3 7 54,141 8 5 50,257
4 6 52,887 9 6 52,682
5 6 52,778 10 6 52,824
6 6 52,536 11 6 52,813
7 5 50,128 - - -
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Veriou-se que a esolha dos pontos de seionamento tíio inuenia na onvergên-
ia do método. No exemplo, os nós 7 e 8 se mostraram as melhores opções de esolha.
De fato, o uxo de arga nas linhas onetadas a esses nós é pequeno, de forma que o
estado de tensões resultante da primeira varredura radial do método possui um desvio
menor para om a solução, quando omparado om o mesmo obtido utilizando-se das
demais opções. Por onseguinte, a variação por iteração das injeções nos pontos de se-
ionamento tíio de linha é menor om a esolha dos nós 7 e 8. Portanto, a variação
por iteração das tensões também é menor nesses pontos, resultando em uma onvergênia
mais eiente do método para a solução.
A abordagem implementada se mostrou assim adequada e eiente em todos as simula-
ções realizadas. Uma análise iniial evidenia que uma esolha razoável para os pontos de
seionamento tíio de linha está vinulada aos nós onetados às linhas om menores
uxos de arga. Estudos analítios devem ser realizados no futuro para demonstrar tal
propriedade.
6.3 Análises de Convergênia
Esta seção apresenta diversas simulações om a nalidade de validar os resultados
teórios, referente à onvergênia dos métodos, demonstrados no Capítulo 5. Adotou-se
o valor obtido na última iteração dos algoritmos omo a solução para os problemas.
6.3.1 Convergênia para uma Rede Radial om Dois Nós
Considere uma rede radial simples om dois nós, tensão base na subestação E0 =
11, 000∠0◦ kV, impedânia de linha z1 = 1, 3531 + j1, 3235 Ω e arga omplexa S1 =
5, 000+j3, 000MVA. Observa-se que, de aordo om o exposto na seção 5.2, a onvergênia
dos métodos de soma das orrentes e soma das potênias é demonstrada para este aso,
dada a existênia da região de ontração R , {E1 ∈ C, ||E1|| ≥ E0 − α}, para qualquer
α tal que 0, 50000 ≤ α < 0, 69800 p.u.. Sem perda de generalidade, espeiou-se α =
0, 60000 p.u. para as simulações. Calulou-se por (5.14) a onstante de ontração c¯ =
0, 75500.
Adotando-se omo solução iniial o valor
4 E
(0)
1 = 4, 00000∠0
o
p.u., obteve-se em ada
iteração os seguintes valores de tensão, taxa de onvergênia, desvio para om a solução
e limitantes alulados por (5.21), mostrados na Tabela 6.12.
4
Diferentemente do que no restante do texto, representam-se nas análises de onvergênia os valores
de tensão em p.u. om 5 asas deimais, de forma a ilustrar om mais preisão os resultados numérios
obtidos.
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Tabela 6.12: Cálulo de uxo de arga para uma rede de dois nós om solução iniial
E
(0)






∣∣∣∣∣∣E∝1 − E(k)1 ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 4,00000 0,00000 - 3, 09.10−0 -
1 0,97782 -0,00529 0,02332 7, 84.10−2 9, 31.10−0
2 0,90915 -0,02113 0,10257 8, 11.10−3 2, 17.10−1
3 0,90192 -0,02098 0,11118 9, 03.10−4 2, 23.10−2
4 0,90113 -0,02114 0,11216 1, 01.10−4 2, 48.10−3
5 0,90104 -0,02114 0,11227 1, 14.10−5 2, 78.10−4
6 0,90103 -0,02114 0,11228 1, 26.10−6 3, 12.10−5
7 0,90103 -0,02114 0,11229 1, 28.10−7 3, 50.10−6










Os primeiros 2 estados de tensão obtidos neste estudo são mostrados na Figura 6.9,
a qual apresenta também a solução do problema, soluções não-viáveis aluladas pela
relação (2.25), assim omo a função denida pela regra de atualização do algoritmo em
uma urva de nível. Tal urva foi gerada restringindo as entradas da função para valores
pertenentes apenas ao onjunto dos números reais.
























Figura 6.9: Simulação do algoritmo om solução iniial elevada para uma rede de dois
nós.
Na Tabela 6.12, nota-se que o algoritmo onvergiu em 8 iterações. Conforme demons-
trado, uma vez que se optou por uma solução iniial E
(0)
1 pertenente a R, os valores de
tensão E
(k)
1 obtidos se zeram pertenentes a uma esfera aberta em C, entralizada em
1,00000 p.u. e de raio α = 0, 60000 p.u., ∀k = 1, . . . , 8. Observou-se que om a esolha
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de uma solução iniial irraionalmente elevada, a ontração obtida se fez também elevada
na primeira iteração garantindo a onvergênia do algoritmo. Ademais, os limitantes
não exederam os valores de desvio para om a solução do problema, assim omo as
taxas de onvergênia por iteração não exederam a onstante de ontração c¯, isto é,
0 < c(k) ≤ c¯ = 0, 75500 < 1, ∀k = 1, . . . , 8.
Em uma segunda simulação, esolheu-se o valor E
(0)
1 = 0, 02000∠0
◦
p.u. omo solução
iniial do problema. Similarmente ao aso anterior, a Tabela 6.13 apresenta os valores de
tensão, taxa de onvergênia, desvio para om a solução e limitantes, obtidos em ada
iteração do algoritmo. Os primeiros 3 estados resultantes dessa simulação são ilustrados
na Figura 6.10.
Tabela 6.13: Cálulo de uxo de arga para uma rede de dois nós om solução iniial
E
(0)






∣∣∣∣∣∣E∝1 − E(k)1 ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 0,02000 0,00000 - 8, 81.10−1 -
1 -3,43633 -1,05710 1,26849 4, 46.10−0 1, 11.10+1
2 1,02186 0,01288 0,02483 1, 26.10−1 1, 41.10+1
3 0,91345 -0,02178 0,09768 1, 24.10−2 3, 51.10−1
4 0,90237 -0,02082 0,11060 1, 38.10−3 3, 43.10−2
5 0,90119 -0,02115 0,11210 1, 54.10−4 3, 79.10−3
6 0,90105 -0,02114 0,11226 1, 73.10−5 4, 25.10−4
7 0,90103 -0,02114 0,11228 1, 92.10−6 4, 77.10−5
8 0,90103 -0,02114 0,11229 1, 95.10−7 5, 36.10−6


































Figura 6.10: Simulação do algoritmo om solução iniial próxima a zero para uma rede
de dois nós.
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Observa-se na tabela que mesmo optando-se por uma solução iniial irrealistiamente
pequena, o algoritmo onvergiu rapidamente em 9 iterações. De fato, por (5.13) a taxa
c(k) é superior à unidade na solução iniial de forma que a função denida pela regra de
atualização do algoritmo pode ser araterizada omo um mapeamento de dilatação nas
proximidades da solução iniial. Como onseqüênia, o desvio entre tensões de iterações
subseqüentes tende a se elevar movendo os estados de tensão para a região R, na qual
a onvergênia do algoritmo é garantida. Conforme esperado, na região de ontração, os
limitantes não exederam os valores de desvio e as taxas de onvergênia não exederam
o valor da onstante de ontração.
Finalmente, a independênia da onvergênia do algoritmo para om a esolha da
solução iniial pode ser novamente ilustrada optando-se por uma solução iniial próxima
à solução não-viável do problema. Os resultados obtidos om esse estudo estão mostrados
na Tabela 6.14 e na Figura 6.11.
Tabela 6.14: Cálulo de uxo de arga para uma rede de dois nós om solução iniial




∣∣∣∣∣∣E∝1 − E(k)1 ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 0,1012 0,0024 - 8, 00.10−1 -
1 0,1284 -0,2294 3,4288 8, 00.10−1 7, 19.10−1
2 0,7650 0,2553 0,4303 3, 08.10−1 2, 47.10−0
3 0,9039 -0,0597 0,1248 3, 87.10−2 1, 06.10−0
4 0,9007 -0,0168 0,1118 4, 32.10−3 1, 32.10−1
5 0,9011 -0,0216 0,1123 4, 86.10−4 1, 48.10−2
6 0,9010 -0,0211 0,1123 5, 38.10−5 1, 66.10−3
7 0,9010 -0,0211 0,1123 6, 80.10−6 1, 87.10−4










Mesmo para este estudo de aso, todas as propriedades demonstradas se mostraram
válidas e a onvergênia foi rapidamente alançada.
6.3.2 Construção de uma Matriz Impedânia de Barra
No desenvolvimento das análises de onvergênia dos métodos para redes radiais om
n + 1 nós, deduziu-se a fórmula analítia para os elementos da matriz impedânia de
barra. Esta seção apresenta um exemplo de formação dessa matriz, sem a neessidade de
inversão matriial. Para tanto, observe a topologia radial simples da rede de 12 nós ujos
dados são mostrados na Tabela 6.1. Conforme a regra zir =
∑
o∈Oir
zo, o elemento (i, r)
da matriz é igual ao somatório das impedânias das linhas pertenentes à interseção
dos onjuntos ~i e ~r. Para o aso da primeira linha (oluna) da matriz, as linhas de
distribuição pertenentes ao aminho da subestação ao nó r neessariamente passam pela
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Figura 6.11: Simulação do algoritmo om solução iniial próxima a uma solução não-viável
para uma rede de dois nós.
primeira linha de distribuição, em função da radialidade da rede, ∀r = 1, . . . , 11. Como
onseqüênia, a interseção de ~1 om ~r é igual à primeira linha de distribuição, assim
omo
z1r = zr1 = z1 = 1, 090 + j0, 455, ∀r = 1, . . . , 11 (6.2)
Analogamente, omo a rede é radial simples, os aminhos da subestação até um nó r





z2r = zr2 =
2∑
i=1
zi = 2, 270 + j0, 949, ∀r = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 (6.3)
z3r = zr3 =
3∑
i=1
zi = 4, 370 + j1, 822, ∀r = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 (6.4)
z4r = zr4 =
4∑
i=1
zi = 7, 560 + j3, 151, ∀r = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 (6.5)
z5r = zr5 =
5∑
i=1
zi = 8, 650 + j3, 606, ∀r = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 (6.6)
z6r = zr6 =
6∑
i=1
zi = 9, 650 + j4, 023, ∀r = 6, 7, 8, 9, 10, 11 (6.7)
z7r = zr7 =
7∑
i=1
zi = 14, 050 + j5, 238, ∀r = 7, 8, 9, 10, 11 (6.8)
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z8r = zr8 =
8∑
i=1
zi = 19, 690 + j6, 835, ∀r = 8, 9, 10, 11 (6.9)
z9r = zr9 =
9∑
i=1
zi = 22, 580 + j7, 653, ∀r = 9, 10, 11 (6.10)
z10r = zr10 =
10∑
i=1
zi = 24, 090 + j8, 081, ∀r = 10, 11 (6.11)
z11r = zr11 =
11∑
i=1
zi = 25, 330 + j8, 432, r = 11 (6.12)
Desta forma, obtém-se analitiamente a matriz impedânia de barra para uma rede




1,090 + j0,455 1,090 + j0,455 1,090 + j0,455 1,090 + j0,455 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 2,270 + j0,949 2,270 + j0,949 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 4,370 + j1,822 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .
1,090 + j0,455 2,270 + j0,949 4,370 + j1,822 7,560 + j3,151 . . .


Figura 6.12: Matriz impedânia de barra de uma rede radial simples para os dados apre-
sentados na Tabela 6.1.
Comparou-se a matriz impedânia de barra obtida om o resultado da inversão da
matriz admitânia de barra, atentando para a eliminação da primeira linha e da primeira
oluna da matriz admitânia de barra, referentes à tensão e à injeção de orrente no nó da
subestação, respetivamente. Realizou-se tal omparação tanto para a rede de 12 nós em
destaque, quanto para as demais redes utilizadas nas simulações anteriores. A validade
da lei geral de formação se veriou em todos os estudos.
Destaa-se por m que o proedimento de formação de matriz empregado para o aso
de redes radiais om ramais laterais não se diferenia em demasia daquele realizado para
uma rede radial simples. Na prátia, as listas de linhas tipo ~ podem ser onstruídas
quando da ordenação dos nós para os proessos de varredura. Uma vez que a matriz
impedânia de barra é simétria, um únio laço de extensão n pode ser utilizado para a
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sua onstrução
5
, similarmente ao algoritmo base de formação da matriz admitânia de
barra.
6.3.3 Convergênia para o Método de Soma das Correntes
Considere a rede radial de 28 nós ujos os dados e solução do uxo de arga são
apresentados na Tabela 6.6. Observa-se pela análise exposta na seção 5.3 que a on-
vergênia do método de soma das orrentes é demonstrada para esta rede, dada a exis-
tênia da região R , {E ∈ C27, ||Ei|| ≥ E0 − α, ∀i = 1, . . . , 27}, para qualquer α tal que
0, 50000 ≤ α < 0, 71270. Similarmente ao estudo de aso anterior, esolheu-se sem perda
de generalidade o valor α = 0, 60000 omo parâmetro de região. Obteve-se a onstante
de ontração c¯ = 0, 51580 através da equação (5.38).
Espeiou-se assim a solução iniial E
(0)
i = 3, 50000∠120, 32
◦
p.u., ∀i = 1, . . . , 27,
para simulação do algoritmo. Embora se trate de uma solução não realista, esta satisfaz a
ondição E(0) ∈ R. Os resultados em termos dos valores de tensão, taxa de onvergênia
por iteração, desvio para om a solução e limitantes alulados por (5.48), estão mostrados
na Tabela 6.15, para o nó de rede 25. Os primeiros 2 estados obtidos nesta simulação são
apresentados na Figura 6.13.


















Figura 6.13: Estados de tensão por iteração do método de soma das orrentes em uma
urva de nível no espaço C
27
. Solução iniial espeiada em E
(0)
i = 3, 50000∠120, 32
◦
p.u., ∀i = 1, . . . , 27.
5
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Tabela 6.15: Cálulo de uxo de arga para o nó 25 de uma rede radial om solução iniial
E
(0)
i = 3, 50000∠120, 32
o
p.u., ∀i = 1, . . . , 27
e25 f25 Limitantek
(p.u.) (p.u.)
∣∣∣∣∣∣D(k)sc ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣E∝ −E(k)sc ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 -1,76696 3,02123 - 4, 09.10−0 -
1 1,00741 0,02238 0,02342 1, 03.10−1 4, 36.10−0
2 0,92019 -0,01860 0,08813 8, 01.10−3 1, 03.10−1
3 0,91293 -0,01698 0,09607 6, 62.10−4 7, 93.10−3
4 0,91236 -0,01722 0,09677 5, 49.10−5 6, 56.10−4
5 0,91231 -0,01721 0,09683 4, 52.10−6 5, 44.10−5
6 0,91231 -0,01721 0,09683 3, 51.10−7 4, 51.10−6










Conforme esperado, o valor de tensão omplexa no nó 25 se direionou para uma
hiperesfera aberta (em C27) entralizada em E0 e de raio α. Dentro desta hiperesfera,
o algoritmo onvergiu em 7 iterações para a solução do uxo de arga. Na região de
ontração, os limitantes não exederam os valores de desvio e as taxas de onvergênia
não exederam a onstante de ontração.
Em um segundo estudo de aso, adotou-se omo solução iniialE
(0)
i = 0, 05000∠120, 32
◦
pu, ∀i = 1, . . . , 27, obtendo-se assim os resultados por iteração mostrados na Tabela 6.16
para o nó 25. Ademais, a Figura 6.14 apresenta os 2 primeiros estados obtidos nesta
simulação.




















Figura 6.14: Estados de tensão por iteração do método de soma das orrentes em uma
urva de nível no espaço C27. Solução iniial espeiada em E
(0)
i = 0, 50000∠120, 32
◦
p.u., ∀i = 1, . . . , 27.
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Tabela 6.16: Cálulo de uxo de arga para o nó 25 de uma rede radial om solução iniial
E
(0)
i = 0, 05000∠120, 32
o
p.u., ∀i = 1, . . . , 27
e25 f25 Limitantek
(p.u.) (p.u.)
∣∣∣∣∣∣D(k)sc ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣E∝ −E(k)sc ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 -0,02524 0,04316 - 1, 01.10−0 -
1 1,51846 1,56655 0,83438 1, 70.10−0 2, 31.10−0
2 0,97564 -0,03361 0,04262 6, 54.10−2 1, 80.10−0
3 0,91703 -0,01505 0,09096 5, 19.10−3 6, 55.10−2
4 0,91273 -0,01732 0,09637 4, 30.10−4 5, 18.10−3
5 0,91234 -0,01720 0,09679 3, 56.10−5 4, 29.10−4
6 0,91231 -0,01721 0,09683 2, 94.10−6 3, 56.10−5
7 0,91231 -0,01721 0,09683 2, 29.10−7 2, 95.10−6










Veria-se nos resultados que a solução iniial esolhida não pertene à região espei-
ada omo ontração. De fato, o desvio para om a solução se elevou na primeira iteração.
Tal elevação direionou os valores de tensão nas iterações subseqüentes para a região de
ontração R, na qual a onvergênia é garantida. O algoritmo onvergiu em 8 iterações,
sendo que a onstante de ontração e limitantes não foram exedidos pelas respetivas
taxas de onvergênia e desvios para om a solução.
6.3.4 Convergênia para o Método de Soma das Potênias
Considere o alimentador radial BCU01 de 490 nós, om tensão base na subestação de
13,800 kV, apresentado no Figura 6.3. Pela análise matemátia desenvolvida, veria-se
que a onvergênia do método de soma das potênias pode ser avaliada dada a existênia
da região R , {E ∈ C489, ||Ei|| ≥ E0 − α, ∀i = 1, . . . , 489}, para qualquer α tal que
E0
2







Similarmente aos estudos de aso anteriores, esolheu-se o valor α = 0, 60000 omo
parâmetro de região. Desta forma, por (5.60) alulou-se os demais parâmetros de região
a seguir.
ρα = ||TZpS∗c||+ ||TZp||
∣∣∣∣L∗ac,α∣∣∣∣ = 6, 45.106 (6.14)
̺ = 2 ||TZp||
∣∣∣∣ΛZ∗pSS∗∣∣∣∣ = 9, 96.1013 (6.15)
Como onseqüênia, obteve-se uma região R válida por (5.59), visto que 0, 50000 ≤
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α < 0, 73164 em p.u.. Calulou-se assim a onstante de ontração c¯ = 0, 31899 da
simulação por meio da equação (5.62).
Sejam agora as soluções iniiais E
(0)




i = 0, 15000∠0
o
p.u.,
∀i = 1, . . . , 489. Utilizando-se dessas soluções, apliou-se o algoritmo de soma das potên-
ias para a rede. Os resultados em termos dos valores de tensão, taxa de onvergênia
por iteração, desvio para om a solução e limitantes alulados por (5.82), estão mostra-
dos nas tabelas 6.17 e 6.18, para o nó 300 da rede. Os primeiros estados obtidos nessas
simulações estão mostrados nas guras 6.16 e 6.16 a seguir.
Tabela 6.17: Cálulo de uxo de arga para o nó 300 de uma rede radial om solução
iniial E
(0)
i = 4, 00000∠0
o
p.u., ∀i = 1, . . . , 489
e300 f300 Limitantek
(p.u.) (p.u.)
∣∣∣∣∣∣D(k)sp ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣E∝ −E(k)sp ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 4,00000 0,00000 - 3, 02.10−0 -
1 0,99535 0,00234 0,00008 3, 02.10−0 3, 41.10−0
2 0,98114 0,00937 0,00067 1, 92.10−2 1, 41.10−0
3 0,98096 0,00936 0,00077 2, 58.10−4 8, 90.10−3
4 0,98096 0,00936 0,00073 2, 47.10−6 1, 20.10−4
5 0,98096 0,00936 0,00080 1, 83.10−8 1, 15.10−6










Tabela 6.18: Cálulo de uxo de arga para o nó 300 de uma rede radial om solução
iniial E
(0)
i = 0, 15000∠0
o
p.u., ∀i = 1, . . . , 489
e300 f300 Limitantek
(p.u.) (p.u.)
∣∣∣∣∣∣D(k)sp ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣E∝ −E(k)sp ∣∣∣∣∣∣
do desvio
0 0,15000 0,00000 - 8, 50.10−1 -
1 0,69021 0,06643 0,30030 8, 48.10−1 3, 93.10−1
2 0,97535 0,01058 0,00141 3, 23.10−1 3, 60.10−1
3 0,98091 0,00937 0,00075 7, 65.10−3 1, 48.10−1
4 0,98096 0,00936 0,00078 8, 22.10−5 3, 55.10−3
5 0,98096 0,00936 0,00078 6, 50.10−7 3, 82.10−5










Veriou-se nos resultados que todas as propriedades anteriormente omprovadas para
o método de soma das orrentes também se evideniaram para o método de soma das
potênias. As análises de onvergênia desenvolvidas para ambos os métodos foram vali-
dadas pelas simulações. Destaa-se que embora tenha-se utilizado de uma aproximação
para a determinação de uma região de ontração do método de soma das potênias, todas
as desigualdades (e igualdades) deduzidas se zeram atendidas em simulações realizadas
variando-se as redes, arregamentos e parâmetros de região.
De fato, quanto maior o arregamento da rede e perdas nas linhas, pior deve ser a
aproximação em (5.74). Todavia, om a elevação do arregamento, elevam-se rapida-
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Figura 6.15: Estados de tensão por iteração do método de soma das potênias em uma
urva de nível no espaço C489. Solução iniial espeiada em E
(0)
i = 4, 00000∠0
◦
p.u.,
∀i = 1, . . . , 489.






















Figura 6.16: Estados de tensão por iteração do método de soma das potênias em uma
urva de nível no espaço C489. Solução iniial espeiada em E
(0)
i = 0, 150000∠0
◦
p.u.,
∀i = 1, . . . , 489.
mente também as perdas máximas aumuladas nas linhas a jusante de ada nó, dispostas
no arranjo Lac,α. Conseqüentemente, eleva-se o parâmetro ρα e restringe-se a região de
ontração de forma que esta pode não existir dependendo do arregamento da rede. Nas
simulações realizadas, antes de ser notada qualquer inoerênia na avaliação de onvergên-
ia om a elevação de arregamento, a própria análise se fazia inviável pela impossibilidade
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de se enontrar um parâmetro de região α que satiszesse (5.59).
Este resultado é desejado uma vez que existem pontos dentro da hiperesfera que limita
R nos quais a função de atualização é uma ontração. Conforme enfatizado no apítulo
anterior, optou-se pela região R de forma a simpliar as deduções e apresentação de
resultados. Por exemplo, é perfeitamente viável (e mesmo doumentado na prátia) que
a tensão em um nó de rede possa assumir solução inferior a 0,50000 p.u. em termos
de magnitude. O leitor deve observar que para este aso, não existe R e nada se pode
armar pelas deduções realizadas quanto à onvergênia dos métodos. Tal questão de
forma alguma invalida as formulações desenvolvidas. Pelo ontrário, esta mostra um
erto grau de onservadorismo na esolha da região de ontração. Estudos futuros devem
estabeleer omo foo a divisão ategória do espaço de busa (em uma região de ontração
e outra de dilatação) para ambos os algoritmos, determinando assim para ada estado de
tensão iniial qual será o algoritmo mais robusto para ada problema de uxo de arga.
Capítulo 7
Considerações Finais
Este último apítulo apresenta onsiderações nais quanto às ontribuições desenvolvi-
das para a análise dos métodos apliados ao álulo do uxo de arga em redes primárias
de distribuição. O apítulo está organizado em 2 seções omo segue. Na seção 7.1,
onlusões são disutidas à luz das análises realizadas no doumento. Na seção 7.2, re-
omendações para trabalhos futuros são listadas de forma a sugerir ontinuações e novas
linhas de pesquisa.
7.1 Conlusões e Disussões
O presente doumento abordou a análise dos métodos de uxo de arga de varredura
apliáveis às redes de distribuição de energia, om foo partiular nos métodos de soma
das orrentes e soma das potênias. Conluiu-se iniialmente om a revisão bibliográa
que existem pouas análises omparativas entre os métodos de uxo arga de varredura.
O desonheimento das diferenças fundamentais entre esses métodos se manifesta de
forma expressiva na literatura brasileira, na qual as abordagens de Kersting e Mendive
(1976) e Shirmohammadi et al. (1988) são hamadas indisriminadamente de método de
soma das orrentes, assim omo as abordagens de Broadwater et al. (1988), Baran e
Wu (1989a, 1989b) e Cespedes (1990) são hamadas indisriminadamente de método de
soma das potênias. É assim de esperança do autor que semelhanças nos proessos de
varredura possibilitem análises omparativas das propriedades de onvergênia dos méto-
dos, funionando omo um atalizador para o estabeleimento de difereniações entre os
mesmos.
Em diversas análises, veriou-se que a metodologia de se aumular potênias onverge
mais rapidamente (e em menos iterações) que a metodologia de se aumular orrentes.
Em adição, observou-se que a utilização da equação biquadrada de atualização de tensões
aperfeiçoa a onvergênia do método de soma das potênias. Tais resultados se mostraram
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evidentes para redes om argas representadas por potênias onstantes, e devem variar
dependendo da tipologia de arga da rede. Como exemplo, se todas as argas são repre-
sentadas por impedânias onstantes, a solução pode ser obtida em apenas uma iteração
adotando-se omo proedimento de varredura o aúmulo de impedânias
1
. De uma forma
geral, optando-se pela equação biquadrada de atualização, o desvio de tensão próprio do
nó para om a solução se faz inluso apenas no proesso de aúmulo de argas propria-
mente dito. Por outro lado, no método de soma da potênias base, esse desvio é inluso
uma segunda vez na atualização de tensão. Destaa-se assim que novos estudos devem ser
realizados de forma a demonstrar tal vantagem de uso, ou espeiar a melhor abordagem
dada uma tipologia de arga para uma rede de distribuição.
Demonstrou-se também no doumento que a ténia de rotação de eixos é uma abor-
dagem de valia para o aumento da eiênia dos métodos baseados no aúmulo de ar-
gas. Para tanto, props-se uma variação do método de soma das potênias modiado,
nomeada de Método de Soma das Potênias om Rotações, a qual teve eiênia supe-
rior omprovada por análises matemátias e em estudos de aso. Salienta-se também a
possibilidade de se extender o método desenvolvido para apliações em redes polifásias
desbalaneadas, generalizando para tanto o oneito de rotação de impedânias e argas
de uma rede.
Na seqüênia, desenvolveu-se um método de varredura modiado para o álulo do
uxo de arga em redes fraamente malhadas. Veriou-se que a abordagem se mostrou
adequada mesmo em testes om redes om elevado número de laços, geradores distribuí-
dos, reguladores de tensão e apaitores ontroláveis. Conluiu-se que os oneitos de
seionamento tíio de redes assim omo inlusão de nós auxiliares podem ser empre-
gados om suesso para a análise de redes fraamente malhadas em regime permanente.
É neessário salientar que se observaram araterístias indesejadas na abordagem omo
a dependênia da onvergênia da apliação para om a esolha dos pontos de seiona-
mento tíio de linha. Destaa-se que essa delaração vai de enontro à avaliação original
do método realizada por Shirmohammadi et al. (1988), o qual arma que tal esolha não
afeta o desempenho do algoritmo de forma notável. Em partiular, a referida araterís-
tia pode se onstituir em uma limitação da abordagem, aso não seja possível estipular
pontos de seionamento tíio de linha adequados. Obtiveram-se neste sentido, evidên-
ias que uma esolha adequada para esses pontos está assoiada ao onheimento a priori
das linhas que possuem menores uxos de arga. A despeito da advertênia, em nenhum
aso obteve-se divergênia do algoritmo implementado.
Estabeleeu-se em adição omo meta do trabalho, o estudo das propriedades de on-
1
De fato, se todas as argas são modeladas por impedânias onstantes, representação omum em
alimentadores resideniais, a rede propriamente dita é linear e o problema de uxo de arga assume
solução analítia literal.
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vergênia dos métodos de soma das orrentes e soma das potênias. Desenvolveram-se
assim fórmulas gerais e matriiais para as regras de atualização de ambos os métodos.
Ao invés de se onstruir tais regras em função da equação de rede I = YV, obtiveram-se
as mesmas analisando os proedimentos de varredura das metodologias. Desta maneira,
deduziu-se uma fórmula fehada para ada elemento da matriz impedânia de barra.
Destaa-se que dado o elevado ondiionamento numério dessas matrizes quando da re-
presentação de redes de distribuição, tal fórmula fehada onstitui em uma ontribuição
à análise dessas redes.
Determinaram-se ainda regiões no espaço omplexo nas quais as funções denidas
pelas regras de atualização dos métodos podem ser araterizadas omo mapeamentos
de ontração. Nessas regiões, a solução é únia e a onvergênia para essa solução é
assegurada. Observando-se a forma e ontinuidade das regras gerais de atualização a
valendo-se da uma prova da uniidade e existênia da solução estável em (MIU; CHIANG,
2000), argumenta-se que o espaço de busa dos algoritmos pode ser dividido uniamente
em duas regiões, uma região de ontração e uma região de dilatação. Desta forma, onlui-
se que os métodos de varredura abordados apresentam onvergênia para qualquer esolha
de solução iniial. Esta onlusão teve o suporte de estudos de aso apresentados em um
apítulo destinado apenas a simulações numérias.
Esolhida uma solução iniial dentro da região de ontração, demonstrou-se que o es-
tado de tensões resultante da primeira iteração pertenerá invariavelmente a uma região
identiada e ontida na primeira. A análise desenvolvida também permite o estabelei-
mento de níveis mínimos de desvio para om a solução, alternativamente a araterizar o
término dos algoritmos pela onvergênia dos estados de tensão. Para tanto, deduziram-
se limitantes para os desvios e para a taxa de onvergênia dos algoritmos dado um
parâmetro de região de ontração.
Ademais, provou-se analitiamente a existênia de uma dependênia direta das pro-
priedades de onvergênia dos métodos de varredura para om o arregamento das redes
(mantendo-se onstante os parâmetros de linha). Ainda mais, veriou-se que o número
de iterações elevado para onvergênia dos métodos nessas redes não está apenas asso-
iada à elevada distânia entre a solução do problema e uma solução iniial esolhida.
Adiionalmente, onlui-se om as deduções que o elevado arregamento tem inuênia
direta na taxa de onvergênia do algoritmos.
Por m, salienta-se que omparações analítias dos método de varredura é assunto om
bibliograa esassa. Busou-se avaliar os métodos perante uma representação onveniente
das regras de atualização dos mesmos e da utilização do teorema do ponto xo para on-
trações. Essa avaliação onsiderou modelos simples de rede ainda sem a representação dos
variados omponentes inlusos em um sistema de distribuição (disjuntores, reguladores de
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tensão, apaitores automátios, geradores distribuídos, et.) e para argas modeladas por
potênias onstantes. É de onheimento do autor que diversos tópios e generalizações
se fazem em aberto para os problemas abordados.
7.2 Reomendações para Trabalhos Futuros
Destaam-se omo propostas de trabalhos futuros resultantes das ontribuições desen-
volvidas na dissertação:
1. Identiação e análise matemátia de qual metodologia de varredura (aúmulo de
impedânias, orrentes, ou potênias) se faz vantajosa dada uma rede de distribuição
radial e tipologia de arga espeiadas;
2. Determinação do ganho em termos de tempo omputaional obtido om a apliação
do Método de Soma das Potênias om Rotações, perante o método de soma das
potênias modiado;
3. Generalização do Método de Soma das Potênias om Rotações para redes polifásias
fraamente malhadas;
4. Determinação do nível de malhamento de rede no qual abordagens lássias ma-
triiais se mostram tão eientes quanto abordagens baseadas no seionamento
tíio de redes;
5. Análise de onvergênia para os métodos DistFlow e RadFlow, assim omo o método
de soma das potênias onsiderando a utilização da equação biquadrada de atuali-
zação de tensões;
6. Divisão ategória do espaço de busa dos algoritmos de varredura em regiões de
ontração e dilatação. Aliado à prova da existênia e uniidade da solução do
problema na região de ontração, tal análise onsistiria em uma demonstração da
existênia e uniidade do ponto de operação viável em regime permanente de uma
rede radial, provida de grau de formalismo mais elevado que as análises om igual
objetivo enontradas na literatura;
7. Generalização das análises desenvolvidas para o método de soma das orrentes e
soma das potênias onsiderando a representação de redes primárias e redes se-
undárias, diferentes níveis de malhamento, desbalaneamento, bem omo a pre-
sença de banos de apaitores automátios, reguladores de tensão e geração dis-
tribuída onetada tanto na média omo na baixa tensão;
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8. Prova formal da onvergênia do método de soma das potênias sem a utilização de
aproximações nas deduções.
Apêndie A
Teorema do Ponto Fixo para
Contrações
Este apêndie enunia o teorema do ponto xo para ontrações, apresentando sua
prova formal bem omo um de seus orolários.
Teorema (Teorema do ponto xo para ontrações) (RUDIN, 1976): Seja X⊂ Cn um
subonjunto fehado e Ψ : X→ X um mapeamento ontínuo tal que
||Ψ (x)−Ψ (x′)|| ≤ c¯ ||x− x′|| (A.1)
para alguma onstante de ontração c¯ ∈ R, 0 ≤ c¯ < 1, ∀x,x′ ∈ X. Então Ψ possui um
únio ponto xo em X, sendo Ψ hamado de mapeamento de ontração. Em adição, a se-
qüênia {x(0),Ψ(x(0)),Ψ(Ψ(x(0))), . . .} onverge para esse ponto xo, para todo x(0) ∈ X.
Prova: Deseja-se mostrar que Ψ possui um únio ponto xo, o qual pode ser obtido
omo o limite da seqüênia {x(0),Ψ(x(0)),Ψ(Ψ(x(0))), . . .}, dada uma função Ψ : X→ X
e a esolha de um ponto iniial x(0) ∈ X. Primeiramente, mostrar-se-á por absurdo a
uniidade do ponto xo. Para tanto, suponha que Ψ possua dois pontos xos distintos,
representados por x⋆ e x⋆⋆. Observa-se que por hipótese
||x⋆ − x⋆⋆|| = ||Ψ (x⋆)−Ψ (x⋆⋆)|| ≤ c¯ ||x⋆ − x⋆⋆|| (A.2)
Em adição, x⋆ 6= x⋆⋆ e omo onseqüênia ||x⋆ − x⋆⋆|| 6= 0. Desta forma, pode-se dividir
(A.2) por ||x⋆ − x⋆⋆|| obtendo-se que c¯ ≥ 1. Entretanto, c¯ < 1 por hipótese o que
arateriza um absurdo. Por onseguinte, x⋆ = x⋆⋆, isto é, Ψ possui um únio ponto xo.
Uma vez demonstrada a uniidade do ponto xo x⋆, provar-se-á que para qualquer
x(0) ∈ X, a seqüênia {x(0),Ψ(x(0)),Ψ(Ψ(x(0))), . . .} onverge para este ponto xo, isto é,
Apêndie A. Teorema do Ponto Fixo para Contrações 113
limk→∞ x
(k) = x⋆. Iniialmente, esolhendo-se um ponto iniial x(0), observa-se por (A.1)
que a distânia vetorial entre pontos onseutivos da seqüênia gerada pelo mapeamento
x(k+1) = Ψ(x(k)), diminui enquanto k ∈ N rese. De fato, por (A.1) tem-se que
∣∣∣∣x(k+1) − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯ ∣∣∣∣x(k) − x(k−1)∣∣∣∣
≤ c¯2 ∣∣∣∣x(k−1) − x(k−2)∣∣∣∣
≤ ...
≤ c¯k ∣∣∣∣x(1) − x(0)∣∣∣∣ (A.3)
e, por onseguinte, se k →∞ então c¯k → 0, e a distânia entre os elementos da seqüênia
{x(0),Ψ(x(0)),Ψ(Ψ(x(0))), . . .} tende a zero om uma taxa geométria. Nota-se também
que ∀m > k tem-se que
∣∣∣∣x(m) − x(k)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x(m) + x(m−1) − x(m−1) + . . .− x(k)∣∣∣∣ (A.4)
e utilizando a desigualdade triangular
∣∣∣∣x(m) − x(k)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x(m) + x(m−1)∣∣∣∣ + . . .+ ∣∣∣∣x(k+1) + x(k)∣∣∣∣
≤ c¯m−1 ∣∣∣∣x(1) + x(0)∣∣∣∣ + . . .+ c¯k ∣∣∣∣x(1) + x(0)∣∣∣∣
= (c¯k + . . .+ c¯m−1)
∣∣∣∣x(1) + x(0)∣∣∣∣




∣∣∣∣x(1) + x(0)∣∣∣∣ (A.5)
Assim, dado ǫ > 0, pode-se enontrar um g grande tal que
c¯g <
ǫ (1− c¯)
||x(1) − x(0)|| (A.6)
e seja m > k ≥ g, por (A.5) tem-se que
∣∣∣∣x(m) − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯k
1− c¯
∣∣∣∣x(1) + x(0)∣∣∣∣ ≤ c¯g
1− c¯
∣∣∣∣x(1) + x(0)∣∣∣∣ < ǫ (A.7)
Portanto, a seqüênia {x(0),Ψ(x(0)),Ψ(Ψ(x(0))), . . .} onverge ∀x(0) ∈ X. Para mostrar
que esta seqüênia onverge para o ponto xo de Ψ, suponha que x⋆ = limk→∞ x
(k)
.
Observa-se que por hipótese x(k) → x⋆ e, por onseqüênia, Ψ(x(k)) → Ψ(x⋆). Mas,
Ψ(x(k)) = x(k+1), e por onseguimte, Ψ(x(k)) → x⋆ para k → ∞. Desta forma, pela
uniidade dos limites, x⋆ = Ψ(x⋆).
Conlui-se assim a prova do teorema das ontrações. 
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Corolário: Seja Ψ : X→ X um mapeamento de ontração em um onjunto fehado
X ⊂ Cn, mapeamento este araterizado pela onstante de ontração c¯ e ponto xo x⋆.
Então, dada uma seqüênia gerada pelo mapeamento x(k+1) = Ψ(x(k)), podem-se estabe-
leer as seguintes relações de desigualdade ∀x(0) ∈ X
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯k
1− c¯
∣∣∣∣Ψ(x(0))− x(0)∣∣∣∣ (A.8)
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯ ∣∣∣∣x⋆ − x(k−1)∣∣∣∣ (A.9)
e ∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯
1− c¯
∣∣∣∣x(k) − x(k−1)∣∣∣∣ (A.10)
Prova: A primeira desigualdade pode ser deduzida omo onseqüênia direta de (A.5).
Por esta inequação, ∀m > k tem-se que






∣∣∣∣Ψ(x(0)) + x(0)∣∣∣∣ (A.11)
e para m→∞
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯k
1− c¯
∣∣∣∣Ψ(x(0)) + x(0)∣∣∣∣ (A.12)
Para deduzir a relação (A.9), basta notar que
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Ψ(x⋆)− x(k)∣∣∣∣
≤ c¯ ∣∣∣∣x⋆ − x(k−1)∣∣∣∣ (A.13)
Finalmente, objetivando-se mostrar (A.10), utilizar-se-á no termo
∣∣∣∣x⋆ − x(k−1)∣∣∣∣ da
inequação aima a desigualdade triangular avaliada nos pontos x⋆, xk e x(k−1).
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯ ∣∣∣∣x⋆ − x(k−1)∣∣∣∣
≤ c¯ (∣∣∣∣x(k) − x(k−1)∣∣∣∣ + ∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣) (A.14)
e isolando o termo
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ tem-se que
∣∣∣∣x⋆ − x(k)∣∣∣∣ ≤ c¯
1− c¯
∣∣∣∣x(k) − x(k−1)∣∣∣∣ (A.15)
onluindo-se a prova do orolário. 
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